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Untersuchungen über reinverzweigte Erweiterungen 
diskret bewerteter perfekter Körper ”). 


Von Cahit Arf in Göttingen. 


Einleitung. 
ch £ Herr E. Artin hat eine Zerlegung der Diskriminante eines relativ-galoisschen Zahl- 
Re körpers K/k angegeben !). 

Es seien T = 3, ®,, Ps, - . . die Trägheitsgruppe und die Verzweigungsgruppen 
eines Primidealteilers in A des Primideals p von k, mit den Ordnungen 


-_— 


eu, 





Bezeichnet % einen Charakter der Galoisgruppe @ von K/k, so werde 


(zZ) = z.), «B)= zZ xl), RB) = 2 xlo),... 


EB, oeB, 


gesetzt. Ist X ein Körper zwischen Ä und k, so bedeute N „, die Norm von Ä nach k 


K/k 
und Dy,. die Diskriminante von Ä in k; ıst ferner y ein Charakter der zu A gehörigen 





Untergruppe von G, so bezeichne x, den durch y erzeugten Charakter von @. Herr 







'“ Artin faßt dann seine Resultate folgendermaßen zusammen: 

3 Das Ideal 
j | I ex) x(T)+ +p ya) (B,)+ +] 
; R ; 1 _T PXA)I—HR Den ua Aut N a 
| h (a) f(x, K/k) = Ip‘ 
ea 


ıst eın ganzes Ideal aus k. Ist K/k abelsch, so ist es der Führer der Klassenkörpertheorie. 
Gehört es genau zu K/k?), so ist es durch alle Diskriminantenteiler von K/k und nur 
durch diese teilbar. Es gelten die Formeln 


(b) + X, K/k) = f(x1 A/k) (x, A/k), 
(e) fi, K/k) = DD N uf, K/R), 
(d) (x; K/k) _- (x; K’/k), 


wenn K’ Oberkörper von K ist. 


Die Diskriminante eines Zwischenkörpers gewinnt man mit Hilfe der Formel 


(e) Din un (x; K/k) 





*) Diese Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultät der Universität Göttingen 
im Juni 1938 als Dissertation angenommen. Referent war Herr Prof. Dr. H. Hasse. 

!) E. Artin, Die gruppentheoretische Struktur der Diskriminante algebraischer Zahlkörper, Urelles Journal 164 
(1931), S. 1—11. 

2) Das Ideal f(x, K/k) wird genau zu K/k gehörig genannt, wenn y der Charakter einer treuen Darstellung 
von @ ist, 
Journal für Mathematik, Bd. 181. Heft 1 l 
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h 
oder, wenn x, = g,x, die Zerlegung von x, in einfache Charaktere bedeutet, 
ı v„— 


() Dan = IL (fx, KIN)” 
(x,, ist einfach der Charakter der Permutationsgruppe, zu der K gehört). Speziell ist 
h 
(£) Dzi — 1 (x, K/kyo®, 


In (d) ist der Charakter der Galoisgruppe von K/k auch als Charakter der Galois- 
gruppe von Ä’/k anzusehen, indem man die erste Gruppe als Faktorgruppe in der zweiten 
betrachtet. 

Mit Ausnahme der Ganzzahligkeit von 

1 ’ 

EI ED +] 
und der Tatsache, daß f(x, Ä/k) der Führer der Klassenkörpertheorie ist, falls X/k abelsch 
ist, sind alle anderen Resultate formale Folgerungen aus der Definition von f(x, K/k). 

Daß f(x, K/k) im abelschen Fall der Führer der Klassenkörpertheorie ist, folgt 
daraus, daß die Formeln (b) und (ec), die auch für diesen Führer gelten, f(x, Ä/k) voll- 


ständig definieren. 
Die Ganzzahligkeit von 


Ted) —R) + ER) + +] 


wird bewiesen, indem e = e,p”, (e, p) = 1 gesetzt wird und dann die Teilbarkeit des 
in den eckigen Klammern stehenden Ausdrucks durch e, und durch p” gezeigt wird. 

Die Teilbarkeit durch e, beruht auf den Kongruenzen 

IB) =ix(®,,,) (mod eu), 
die aus der Verzweigungstheorie gefolgert werden. Um die Teilbarkeit durch p” zu be- 
weisen, wird das Problem auf den Fall einer Erweiterung im Kleinen vom Grade p” 
zurückgeführt. Diese läßt sich wieder auf eine zyklische Erweiterung zurückführen 
auf Grund der Formel (d) und eines Satzes von Blichfeldt, wonach sich jede Darstellung 
einer Gruppe der Ordnung p” auf monomiale Gestalt transformieren läßt. 

Wir sehen also, daß die Artinschen Resultate unabhängig von der Klassenkörper- 
theorie an allen diskreten Stellen eines beliebigen Körpers k gültig sind, für dessen sepa- 
rable galoissche Erweiterungen an den betreffenden Stellen die Verzweigungstheorie 
eilt, wenn für relativ-abelsche oder auch nur relativ-zyklische Erweiterungen von k der 


Ausdruck 2 lex(1) — x(3) + pP" y(1) — (8,) +: ] eine ganze Zahl ist. 


Ist die Charakteristik des Restklassenkörpers von k an der Stelle p Null, so wird, 
wie leicht nachzuweisen ist, 8, = 1 und 7 zyklisch von der Ordnung e, so daß die Ganz- 


zahligkeit von 5 [ex(1)— x(T) + ---]trivial ist. Ist die Charakteristik p des Restklassen- 
körpers an der Stelle p von Null verschieden, so betrachte man statt k und Ä ıhre an dieser 


Stelie perfekten Hüllen k, und Ag. Der Ausdruck = [ex(1) — x(8®o) + : : :] bleibt dabei 


offenbar erhalten, so daß es genügt, die Ganzzahligkeit von = lex 1) — zB) +] 


nur für separable galoissche Erweiterungen Ä/k diskret bewerteter perfekter Körper k 
mit Restklassenkörpern 2 der Charakteristik p #0 zu beweisen. Dies soll in 
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dieser Arbeit geschehen. Wir geben außerdem für den Fall, daß x ein einfacher 
Charakter und KÄK/k reinverzweigt ist, eine (Charakterisierung des Exponenten 


z lex(1) — zB) + pl) — (Bi) +] an, die sich für endliches 2 folgender- 


maßen aussprechen läßt: 

Es sei A eine einfache normale Algebra vom Index x(1) und vom Grade [K : k] über k. 
Ferner sei ® der Unterkörper von K, welcher zu derjenigen Untergruppe von G gehört, die 
in x identisch dargestellt wird. I’ bezeichne ein Primelement eines maximalen reinver- 
zweigten Teilkörpers von A, der einen zu St isomorphen Körper enthält. Ist dann @ das 
Primideal einer Maximalordnung von A, die T' enthält, so erzeugen die Elemente IT’ von 
A mit 
1 
% lex) —Be)+ + +)—z()+1 
I’ =T (mod’p® ) 
ebenfalls reinverzweigte maximale Teilkörper von A, die zu St isomorphe Körper enthalten, 


1 
[ex )—(B.)+ + +J—xl)+1 


und g@® ist der größte derartige Modul der betreffenden Maximalordnung. 
(Es wird hier und im folgenden die Bezeichnung mod” für multiplikative Kongruenzen 
gebraucht.) 


Wir betrachten also im folgenden einen diskret bewerteten perfekten Körper k 
mit einem Restklassenkörper 2 der Charakteristik p # 0. 2 wird solange als vollkommen 
vorausgesetzt, bis diese Voraussetzung ausdrücklich aufgehoben wird. R sei ein Repräsen- 
tantensystem von Qin k. Man kann für ein gegebenes Primelement z von k jedes Element 
E aus k eindeutig in der Form 


07 
Di nn N i [A + 
E (Z o,=')r . o,cht, 0, 0 


schreiben, wo w(E) = u die auf kleinsten positiven Wert 1 normierte additive Bewer- 
tung von k bezeichnet; w(E) heißt auch kurz die Ordnung von E. Die griechischen 
Buchstaben x, ß, &, n, 0, 6, A werden im folgenden, wenn nichts anderes ausdrücklich 
gesagt ist, immer Elemente aus /? bezeichnen. 

k ist bekanntlich entweder eine reinverzweigte Erweiterung eines durch 2 völlig 
festgelegten Körpers Q,, der Charakteristik 0 oder ein Potenzreihenkörper mit Koeffi- 


zienten aus 23). Wir können im Falle der Charakteristik O0 voraussetzen, daß A in Q, 


enthalten ist. Wenn p das durch p-malige Addition der Eins von %k erhaltene Element 
ist, können wir 


(1) p= (Z (Pa), oo(p) + 0 


setzen, wobei e die Verzweigungsordnung von k bedeutet. Durch diese Gleichung wird 
die Struktur von k als Erweiterung von Q,, vollständig festgelegt. Der Fall, daß k die 
Charakteristik p hat, kann als Spezialfall hiervon betrachtet werden, indem e =  ge- 
setzt wird. 

Eine reinverzweigte Erweiterung Ä von k vom Grade n = e,p”" mit (ep) = 1 
kann durch eine Gleichung der Form 

(II) ı=mM > 0,7 
definiert werden, wobei x und TT beliebige Primelemente von k bzw. A sind. Solche 
Gleichungen nennen wir definierende Gleichungen von Ä über k. Es werden die Eigen- 


®) E. Witt, Zyklische Körper und Algebren der Charakteristik p vom Grade pf, Crelles Journal 176 (1937), 
Ss. 126—140. 
1* 
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schaften der Gleichung (II) untersucht, die von der Wahl von x und IT unabhängig sind. 
In $ 1 betrachten wir eine gewisse additive Zerlegung der Elemente des Körpers A und 
wenden die darüber erhaltenen Ergebnisse in $2*) auf ein Primelement von k an, wodurch 
gewisse Invarianten des Körpers Ä/k erhalten werden. In $ 3 beschäftigen wir uns insbe- 
sondere mit galoisschen Erweiterungskörpern. In $ 4 werden unsere Ergebnisse in die 
Sprache der Algebren übersetzt, und in $ 5 wird ein Satz über abelsche Erweiterungen 
bewiesen, mit dessen Hilfe die oben genannten Resultate hergeleitet werden. 

Herrn H. Hasse und Herrn E. Witt habe ich für wertvolle Anregungen bei der 
Abfassung dieser Arbeit zu danken. Desgleichen möchte ich an dieser Stelle Herrn 
R. Kochendörffer für seine Unterstützung bei der sprachlichen Bearbeitung des Textes 
meinen Dank aussprechen. 


s1. 
Wir betrachten im folgenden Ausdrücke der Gestalt 
Ss.) = (a) + ++"; 
wobei die /,(x) Potenzreihen in einer Unbestimmten x mit nichtnegativen Exponenten 


und Koeffizienten aus R sınd. Ist 


SS) = (a +) ++)" 
ein weiterer derartiger Ausdruck, so sollen S,(x) und S;(x) nur dann als identisch ange- 
sehen werden, wenn r = r ist und die Potenzreihen f(x) bis auf die Reihenfolge mit den 
/;(x) übereinstimmen. 
Liegt eine unendliche Folge f,(x) vor und streben die Exponenten », der Anfangs- 
glieder 0,2” mit wachsendem i gegen unendlich, so werden wir auch Ausdrücke 


5,2) = Ei)” 


mit unendlich vielen Summanden betrachten. 


Man kann dann irgendein Element £ der Ordnung n = e,p” aus K in der Form 
E.; 
(1) = "ms IT? S,,(TT) 


darstellen, wobei i, = u,p", (u, p) = 1, m, = 0 und r, = m gesetzt ist und die Zahlen 
i, und r; den Bedingungen iu < 41, F}> rırı genügen. Ferner ist hierbei S,(TT) # 0 


(mod TT). 
Die Zerlegung (1) ist in folgendem Sinne von der Wahl von TT und R unabhängig: 
Sind TT’ ein neues Primelement von Ä und AR’ ein neues Repräsentantensystem von 2 


ın Q,, so kann man jede in ms, (M) als Summand vorkommende Potenzreihe 


m—r m—r 
m? + sm) als eine Potenzreihe TI’ ap) in TI’ mit Koeffizienten aus R’ 


schreiben. Wiır können also 
Mm+ijz 


m" s, (m) = m" s7 (m) 
und folglich 
on 
m ın y 2 ' / 
5=1N" IS) 


setzen, wobei die Ausdrücke S,,(x) mit Koeffizienten aus R’ erklärt sind. 


*) Die Betrachtungen der $$ 2, 3 sind für gewöhnliche p-adische Zahlkörper auch von M. Krasner (Mathe- 
matica, Cluj, 13 (1937), S. 72—191) durchgeführt worden. Die Paragraphen 2 und 3 dieser Arbeit sind jedoch ohne 
Kenntnis der Krasnerschen Untersuchungen entstanden. 
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Eine derartige Zerlegung von Z = TI" SEIT (£,e R) erhält man z. B. in folgender 
" i=0 


Weise: Man bezeichne mit i, den kleinsten nicht durch p” teilbaren Index eines Gliedes 
&T #0. Ist i, = a,p" mit (z,, p) = 1, so wird entsprechend mit :, der kleinste nicht 
durch p”"' teilbare Index i > i, eines von Null verschiedenen Gliedes 5; IT! bezeichnet 
usw. Da die Potenzen von p in den so erhaltenen i;, abnehmen, bricht dieses Verfahren 
nach endlich vielen Schritten ab. Ist außerdem AR das multiplikative Repräsentanten- 


system von 2 in Q,, so kann man 


n? 
r a in y' i 
ee ee 
v y’ 3 i—i, 
Sr ( r) en — . Si L ’ 
1, =1<t1z 
Sry ‚(= 93 Eh , 
u in _ı28<in 
5,08) = 36x * 
7 2 


setzen, und (1) wird dann mit diesen S,,(r) eine Darstellung der verlangten Art. 


Hilfssatz 1. Wenn für & die Zerlegung 
h 
B = Ms IT’ S,,(TT) 
gilt, so gilt für 
on x i 
= — z I; 5; ; 7 0, 
eine ähnliche Zerlegung, nämlich 
> DB. u 
5-1 = '5,(M), 


wo 


st. 
Beweis. Da man für r<r' 
S5,(T) + S,(M) = SM), 
S,(T) S,(IT) = 8, (MT) 5) 
setzen kann, gilt 
we _ "( . m. R (m) 
er 0 u / 
eo 
1799 @ 1 
1 = TS, (M, 
wobei 


+(j) j Ai u ’ r 
5,M) = S (MT) (mod MT), SM) = 387, (M) S,(M) (mod) (d=+P0) 
°) Allgemeiner ist jedes Polynom in SM), 8,(),... mit Koeffizienten nicht negativer Ordnung aus @Q,, 


wieder ein S,(M), wobei r, die kleinste der Zahlen r, r’,... ist. Denn die Elemente aus @,, können für jedes r in der 
Form S,(p) dargestellt werden, also erst recht in der Form S,(TT). Es ist nämlich 





N x; pi u. .,1 MW = x)?" | r—— ,\?” 

7. 0% = x. SPRR: : j , Em S i 

‚=o a; 0<jpr Ko \ V%jtaprP 2 u Yrkpr P ] >,(p). 
pi mal 


wenn die x, multiplikative Repräsentanten der Elemente von 2 in @,, bezeichnen. 
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ist. Daraus folgt 


- 8 


Zum" v m“ sm) 


- m (RS), 


mit 


(IT) (mod MT). 


Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 


Wir nennen diejenigen Zerlegungen von &, in denen i,,ig,...,i„ der Reihe nach 
möglichst groß gewählt sind, minimale Zerlegungen. Daß die Zahlen i,, i,, ... ., ı,„ und daher 
auch 7,73, ...,7”» für eine minimale Zerlegung eindeutig bestimmt sind, ist klar. Es 
gelten außerdem für zwei verschiedene minimale Zerlegungen 


u. En _ 
Er y'ıyTı Er u vırmriv 
5=-M 37s,m, = ZS,M) 


die Beziehungen 


(3) S,(M) = 5,,(M) (mod T) 
für = 0,1,...,h. Wäre etwa S,(T) =# 5,,(T) (mod IT), so setze man 
x = S,(T) ü ' 
an nn (mod TI), a’"=x"—x (mod p), 


und betrachte die Kongruenz 
1-1 


| 
ES, ‚M) + aM = SS) + x’TT" (mod T"*'). 
j=0 - 
Dann folgt 
j an S,, 1 — 5 TI } 
T= Sm Aal „U (mod TT*'), 


= PT a 


also 
i—1 Re 
== m Sm |s,m + %,08,m —5,(m)| (mod mir"), 
= 


so daß unsere Zerlegungen nicht minimal wären. 
Die Minimaleigenschaft einer Zerlegung hängt nur von der Struktur des Körpers ab, 


d.h. wenn eine der Zerlegungen 
E 
= MS ms,m), = mus, (MT) 


minimal ist, so ist es auch die andere. Sei nämlich die Zerlegung von £ minimal und sei 
TTS; (M) das erste die Minimalbedingung nicht erfüllende Glied von £’, so daß 


(y 


I— ö ü r 
pm zms, (M) + Te) (mod mit"tt) 


2 


an m(3 14 57, ‚(m) (mod miet"+2, 


oder 


i—1 
mir = STB, IM) — 87,(M)) (mod TWt"+H) 


j=0 








) 


ei 
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_ 


gilt. Daraus könnte man aber wie oben schließen, daß auch die Zerlegung von E nicht 
minimal ist. 

Aus Hilfssatz 1 folgt nun ohne weiteres: 

Die Exponentenfolgen i,, is,. . ., in von minimalen Zerlegungen sind für alle Potenz- 


4 * 


reihen 2= 2 n,@' mit n, + 0 dieselben. 


= 


Bilden wir die Verhältnisse 
(4) 2:78, (MM): : 77°" S,,(TT) (mod” TI) 


für zwei verschiedene minimale Zerlegungen von E, so haben sie nach (3) die gleichen Werte. 


I. 
Nach (2) stimmen diese Verhältnisse aber sogar für irgend zwei Potenzreihen Z= In", 
i=1 * 


“ on . & 
ED m e n.Z" überein. 
= 
Aus der oben erwähnten Invarianz der Zerlegungen gegenüber der Wahl des 
Primelementes TI von Ä folgt ferner noch, daß diese Verhältnisse ebenfalls nicht von der 
Wahl von TI abhängig sind. 


Wir wollen nun für weitere Rechnungen folgendes festsetzen: Wir bezeichnen mit 
A die multiplikative Restklasse von A (mod” TT) und mit x = «(IT) das durch die Kon- 


gruenz E = x (mod” TT) bestimmte Element aus R. 


Hilfssatz 2. Es gilt für (u, p) = 1 mit einer Unbestimmten x 


(1 + «T1°)” -4 + 8,.(2, a) 9” (mod tt), 
wober 
5 ne 
A,(o) = pro für N) =zo< yap—i)’ 
. BE . . ca ne 
(5) A,lo) = (r—u)ne + p!o für zu p—1) = oa < ur‘ 
= ! Tl = ! 
A,(o) = rne + © für on = ) 
ist, während ®,.(x, &) durch 
Duulz, x) = art" für Alo)=(r—u)ne+p"o, o#+— au 
(6) pp 1) 
&D Fr (x, x) = ru get! . ru zP" (1 =) ..,F- A 1), 
ER. 


Pi) 
definiert ist ®). 
Beweis. Man hat nach der Binomialformel 
(1 +.2TM°) =4-+ uAM” mit z —4 (mod M), 
und 
1+.m0y” =1+ puAT” + --- + (?) wATT” + --- + „Ar“, 
(1 + 21°)” =1 + puATT” + u’APTP” (mod (M+*+', Per')). 


°) Die Polynome ®, (x,%&) in x hängen natürlich durch x von TTab. Die Abbildung 


zT” (mod“ MS, (2, %) m’r(® (mod“ M) 


ist aber offenbar von IT unabhängig. 
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Hieraus folgt 
(1 + 211°)” =1 + udula, a) (mod MT). 


Wir nehmen an, daß die Behauptung bewiesen sei für alle Potenzen von p, die 
kleiner als p” sind. Wir haben also 


(1 + 2°)” = (1 + ap) mit P=®,_1u(2,&) (mod M), 
(1 +2)” =1 + aB,4,_ lg, JMD (mod Mont), 
Um die Behauptung für p” zu beweisen, genügt es also zu zeigen, daß die Beziehungen 
A,(o) = AılA,-ı(®)), PDru(X,&) = ®1,4,_ol®;-1,0(2, %),%&) (mod p) 


gelten. Diese verifiziert man aber ohne weiteres. 
Bemerkung 1. Aus den oben festgestellten Tatsachen folgt für u < r unmittelbar 


(FE) m rn (und ren, 

Bemerkung 2. Die Ausdrücke A,(») stellen, als Funktionen von » betrachtet, 
steigende gebrochene Streckenzüge dar, die sich für e = oo auf die Strahlen A,(») = po 
reduzieren. Bei festem r < m enthält die Folge A,(®) für ganzzahlige » alle durch p“ 
teilbaren Zahlen, die größer oder gleich 


ne ne 


Al - = (r— u)ne + —— 
PB) N | —i 





sind. 
Folgerung. Die Exponenten ;, einer minimalen Zerlegung 


zn 1°(S,, (M) RR © VS, (M) ER TTS, (MT) +... + TT%,S,, (MT) 


genügen für 2’ < 1 im allgemeinen den Ungleichungen 


m i ne ne 
(/) u 4 < Anz ar N) = (rr ame rı) ne — p—i R 
Eine Ausnahme kann nur dann eintreten, wenn 2 =GF(p), = —1, 


mit u <r; ist. 

Denn sonst gäbe es nach Bemerkung 2 (weil i,— i,= up" — u,p" durch p" 
teilbar ist) ein » so, daß 1, — iy = A,,(®) wird. Daraus folgt nach Hilfssatz 2 

®,..(4, x) = Ted + AM”) — 4] (mod Mer"). 
Kann man nun / so wählen, daß ®,..(4, x) #0 (mod p) ausfällt, so ist mit einem gewissen 
5,.(M) 
TS, (MT) = 17 S,,(M) (mod TT!*'). 
Aus der obigen Zerlegung ergäbe sich dann 
E = TS, (M) ++ MS, + 57.) ++ M-18,_,(M)) (mod T*'). 


Das würde besagen, daß diese Zerlegung nicht minimal war. Eine solche Wahl von 4 
ist aber immer möglich außer in dem erwähnten Ausnahmefall. 


Man erhält speziell für !’ = 0 


us Alan n) 





n 
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Eine bessere Schranke als (7) für :, erhält man, wenn man annimmt, daß es in 2 
genügend viele Elemente gibt. Bildet man nämlich die Gleichungen 


(1 + =)” — b> (?) m” a‘ 


i=0\1ı 


für p’ + 1 verschiedene Elemente x aus A, so kann man diese Gleichungen auffassen 
u 

als ein System von linearen inhomogenen Gleichungen für die Unbekannten m“, 
; Ä 

dessen Determinante mod p von Null verschieden ist. Die Auflösung ergibt unter 


Beachtung von Fußnote °) (7) m’_ Ss*(T). Daraus folgt nach Bemerkung 1 


Pe Tr m +2" une s*(m) (mod rpm ae ° 
Wäre nun u — ir > (rr — rı)ne, so würde 
u — ir = (nr — rı)ne + po. 
Aus der letzten Kongruenz mit r = rr, u = rı folgte dann 
RAT TER SEM) (mod It), 
also 
MI S’UM) = TU SEM) (mod +), 
Wie oben würde daraus aber folgen, daß unsere ursprüngliche Zerlegung nicht minimal 
war. Daher ıst 
u — ip < (rer — rı)ne. 
Bemerkung 3. Wie man unmittelbar aus der in Hilfssatz 2 angegebenen Form 
von® y„e (2,%) erkennt, ist ® „. (7,x) (mod p) die p“-te Potenz eines Polynoms 
r r - 


pP" (p—1) p"(p—1) 


p-ten Grades mit den Nullstellen 0, A, 249 - - -, (p — 1)4.- 
Hilfssatz 3. Aus 
T=T(1 + a”) (mod” TI®) 
folgt für (u,r)=1, rsm, SS, =0 (mod T) 
(8) MRS, = WM" SMT) + uBrslr, &) ST) (mod TertRt), 
wobei 
B,(o) = up" + A,(o). 


Beweis. {M) = 2 n,T sei eine der Potenzreihen, deren p’-te Potenzen in S,(TT) 


vorkommen. Es gilt 


mMm—T - m—r s 
Tr rum) —= > 7,7” —. 
ı1=rv 
es 
.) IP" —T +u+i Io +1 | ep" T+u+i 
= 2,1 (1 + aM + z,1 +...) , 


wenn TI = TT(1 + zT” + z,1”*'" +...) gesetzt wird. Daher ist 
Tr En) + nl + ET a trete) 
und folglich 


PT Lu 
TH _ 4 (04 n)aT® (mod nett). 


mer" ren ) 
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Iirheben wir diese Kongruenz in die p’-te Potenz, so erhalten wir nach Hilfssatz 2°) 


ep" + up! 4 
. — "um - = 1 —- D,.((v u. 4) x) IT +») (mod m 
TI ep +up (em ))P 


oder 
"+7 ze)? vun ten’) rn Ti ®(v de u) x) TTA(o)+n+p" (mod meratetrer, 
Durch Summation über alle in 5,(TT) enthaltenen /(TT) ergibt sich 
mt" sm) = HS) + aBrola) Sm) mrt" (mod MRrOtRt), 


Hierbei ist 5, (TT’) kongruent mod TT zu der Summe aller ;?” für die in S,(TT) vorkommenden 


AM) mit v=0. 
Die B,(®) stellen, als Funktionen von w betrachtet, steigende gebrochene Strecken- 
züge dar, die die folgenden Eigenschaften haben: 


. Blo)— Br(o) = Arko)—Ar(o) + ap — u’p’ mit > rist für o< 1) 
ne 


-—— konstant. Dies ergibt sich unmittelbar aus der 


abnehmend und für > —- 
> -% 


Definition von A,(®). 

II. Zwei verschiedene Streckenzüge B,(») und B,(®) mit r < m haben keine 
gemeinsamen Strecken. Denn sonst wäre für die entsprechenden Werte von 

(r — u)ne + up + po = (r — u)ne + u’r” + p'o, 
rne+ up =r'ne+ up", 

woraus zuerst r’ = r und dann u’ = u folgt. 

III. Wenn B,(»,) = Br(o,), r <r' <m ist, folgt aus I und II 

ne 


Po) 


D < 


und daher 

A,(o) = po, A,(o) = (r —u)ne + po mitrr>u>r 
in der Umgebung von o,. Hieraus folgt, daß », die Form 
(up — pP) — (r' — u) ne 


Mg en 


Pop 
ne 
at. Also ist o, V \nickste ar =1. 2... Brle - 
hat. Also ist », von den Knickstellen 7 (j=1,2,...,r) von B,(») ver 
schieden, weil &, = — u (mod p) und andererseits SE durch p teilbar ist. 
IV. Wenn 
ne ne 
B, — )> B, ( ); 2434 7° 
p(p—1) p(p—1) 
d.h. 
up" — wp" > (r —r) ne 
ist, so ist nach | 


) 


B,(») > B,(o) 


für alle o. 


'; Es wird im folgenden ®, (,%) =®, (x) gesetzt. 
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Wir betrachten nun wieder eine Zerlegung 
Ei. 
5=- m 27 S,,(M) 


Aus der Folge ı, = „,p"' bilden wir nach folgender Vorschrift eine Teilfolge j, = »,p": 
Es sei y =W= 0, s, = m. Jı Sei die kleinste Zahl i;, die der Ungleichung 
ik — Jo < (m — rı) ne 
genügt. Allgemein sei 7ı die kleinste Zahl ı. > jı_ı, die die Ungleichung 
ie — Jı-ı < (sı — rı) ne 
erfüllt. Wir setzen B,(o) = u + A„(o), B,(o) = Jı + Ayo). 
Mit &10 bezeichnen wir die kleinste der Zahlen », die eine der Gleichungen 
B,(o) = B,(®) 


erfüllen. In der Folge der Zahlen B,(®,,) seien n, gleich B, (,9). Die zugehörige In- 
dizes s; bezeichnen wir mit Sı1, Sı23 - - », Sin, = st und wählen die Reihenfolge so, daß 
sıı > Sıa > > Sim, ISt. Die den Indizes sı, entsprechenden Elemente der Folge j, 
- 
seien Ju = up", jr = rt p". 
a9 definieren wir dann als die kleinste der Zahlen », die eine der Gleichungen 


B,.(o) = B,(®) 


erfüllen. In der Folge der Zahlen B,(@;0) mit sı < st seien n, gleich B»(®30). Ihre Indizes 
s; bezeichnen wir entsprechend wie oben mit 3}, $aa, - - -, S2n, = s*, und zwar wieder so, 
daß 55) > S3g > > sn, Ist. Die den Indizes s,, entsprechenden Elemente der Folge 
Jı werden ju, = IP", ja = Ya. .- „= pr genannt. 

In entsprechender Weise definieren wir 


E > *. > » ‚*. . . ER . 
Vgg Vo +- .,. Sap ++ S3 , 541 Sa ++. Sys +++, Jan ++» J3 » Jan - ey Ja 5 +» . 


und Ya, Yaoy 22. 95 Pa... . Die letzte Zahl der Folge w;o sei 0,0. 
Die Zahlen &;o erfüllen die Bedingungen @;+10 < jo; denn sonst wäre nach | 
pr \ z . ös « " m “ ' u . . 
und II B. (0) % B.(0,) == Be (oo); und die Lösung der Gleichung B» ( )) B, ( )) 
wäre kleiner oder gleich &;o, was der Definition von @;o und s* widerspricht. 
Wir setzen 


f{w) = B.«(o) für o. <s 0) < v. (Oo = ()) , 


8; iO i+1,0 


Man folgert aus der Definition von o;o und aus I und II leicht, daß f(») die kleinste der 
Zahlen B,,(o) ist. 


Die Funktion f(®) stellt wieder einen Streckenzug dar, dessen Knickstellen 
010, ®20, » +, @;0o und die zwischen &;o und @;+1,0 liegenden Knickstellen 


ne 


pp —1) 


Vi —— 


von B»(o) sind. 


Für /(®) rechnet man leicht folgende Darstellung aus: 
u en, = et ‘ 
(9) fo) = = a, (ont+ — ou)p* + = (Bi -—u)P! + (8 — o;)Pp" 


—) 


2 für ©; So S or, 


wobei Opuy+1 = Or+1,0 gesetzt ist. Aus der Definition von f(») folgert man dann 


(9’) Wan f{®io) — 09 p"k 


2* 
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Nach III genügen die Zahlen w; den Bedingungen 
ne 


pp — 1) 


Do < 


und 


FM nn a p’* 


Man kann umgekehrt die Zahlen wo, Sir, 5; in folgender Weise vorgeben: wıo Sei 
von der Form 


* 
Ajı A 12 A 1 
Vo — En "mie m "> = —— ® ® ® m ’ 


p AR | p’" | pri _—_4 
wobei Ay1, Ays - - -, A} prim zu psind und die Exponenten 5,1, dis, - - -, b} die Bedingungen 


ne 
Dy < a 


P(p—1) 

ne 
Ph) 
b, und m. Wiır wählen dann sır = mo — bir, sr = m — br. 


erfüllen. d, sei die kleinste der Zahlen 5 mit < gg. My, Sei die kleinste von 


@sn Sei wieder von der Form 








A A Az 
Vo < Voo — 1 — Br 22 | - e_ — „= j R 
Fa er Aa 


wo die Ag], Agy, - . ., Ag wieder prim zu p sind und die Exponenten bz1, bau, - - -; b> die 
Bedingungen 


<b4 <bn << <s, 


ne 


OD < “a x 
p’(p—1) 


erfüllen. 5, sei die kleinste der Zahlen 5 mit 361 < @sg. Mm; sei die kleinste von 


* . * 
bi und 51. Man wähle dann sg, = Mı — b>x, s = Mı — b2.. 
Setzen wir die in dieser Weise gewählten o,,, s;,, s* in (9) und (9’) ein, so erhalten 


wir die »,, und folglich die j,, = »,,p'*. Man zeigt leicht, daß die »,, ganz und prim zu p 
sind, und daß die dem Ausdruck m 3 T7%S,, (MM) zugeordneten Zahlen w;o, Sik, sr gerade 


die vorgegebenen sind. 
Wie wir oben für A,(®) und folglich für B,(») bemerkt haben, enthält auch die 


Folge f{») für ganze » alle Multipla von pi, die größer als /(w;;) sind. Außerdem 
sind die Zahlen dieser Folge, die kleiner als f(w;;) sind, alle durch pe teilbar. 
Wir kehren jetzt wieder zu der Zerlegung 
h 
= TS 15,0) 


zurück. Es sei wieder 


IT =T’(l + al”) (mod“ T1°*'). 





v 


e 
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Aus Hilfssatz 3 folgt 
j ‚B, (w }, n+ 
(8) Ms, = MT"S, m) + WB, STE] (mod m), 

Da /(®) die kleinste der Zahlen B,(®) ist, gelten diese Kongruenzen erst recht 
mod TI®*+”+! für alle . Addieren wir jetzt alle diese Kongruenzen (8), mod I *"*' 
betrachtet, so brauchen wir nur bei gewissen von ihnen die zweiten Summanden auf 
der rechten Seite zu berücksichtigen, nämlich bei denen, wo B,(®) = f{») + n ist. 
Ist 90 << @410, So tritt dies nach der obigen Konstruktion von /(®) nur für r, = s* 
ein. Dann wird also 








! h I; [4 ı . 
(10) g=-N (zm 8,7) + Fata)”) (mod“ mt"), 








wo F,„(x) ein Polynom in x mit Koeffizienten aus AR ist, welches durch die Kongruenz 
(11) F(:)= ED, (2) S,,(T) (mod TI) 


bestimmt wird. 
Ist » = oo, so wird genau 


fo.) — B, (0,0) — B, (0) =... = B.(0,) ' 
und bei der Addition der Kongruenzen (8) ergibt sich jetzt 





’ A, / ’ 
10) (E= MEIST) + Fu,a)T) mod“ wtt), 








wobei F,„,,‚(x) wieder ein Polynom in x mit Koeffizienten aus AR ist, welches durch 

a) Rd SM +, „(SM (mod M) 

G—p®i i— j- ij 

festgelegt N 

Das Polynom F„,(x) ist, mod p betrachtet, die p-te Potenz eines Polynoms 
Poo(*). Die Wurzeln von P,,(x) (mod p) sind alle voneinander verschieden. Man 
erkennt dies, indem man P,„,(x2) nach x differenziert; außerdem bilden diese Wurzeln 
einen additiven Modul. 


Hilfssatz 4. Die Anzahl der voneinander verschiedenen Wurzeln von F„,(x) = 0 


(mod p) ist gleich dem Quotienten Q = F - 1-4 
do) 2 +0 \do/) aa. 


Beweis. 1) ©, ist keine Knickstelle von f(»). Dann ist O = 1, und F,„(.r) hat 
auch nur die Wurzel x = 0. 


2) = 05 = — — — (j+0). Nach der Definition von f(w) ist dann Q = p. 
pPi(p—1) 
8) Nach der Definition von w; _, ist einerseits (vgl. S. 11) 
ne ne 
= < gg < — » 
(1 pm (p 1) pm 
und nach Eigenschaft III, S. 10, ist andererseits 
Din < un 
io N 
P—1)p" 
m wg — Pa} 
Nach der Definition von A „9 ist also © „ Zul ‚® (r)= r , woraus eine explizite 
1’ 20 ij 0 


Form von Fo.0(®) folgt. 
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Andererseits ist 
F (ı)= vd. „(R) (mod p), 
ij 


=. 


woraus nach Bemerkung 3 die Behauptung folgt. 
3) © = ®jo. In der Umgebung von o;o ist 


* 
f{o) = w_ ‚net asien. 3 ı ii, für o<o, 
* 
fo) = fo + J* für > ow, 


”* %* 
also Q = pi-17{"1#, Andererseits ist 
Er Er. ij 
F (x) = yt SS» (TT) net + PIE) (IT) er (mod MT), 
©;0 —1 8_1 je1 % 9 
und da der kleinste der Exponenten s&ı — w_1,55 (j = 1,2,...,”;) gleich s „= sy 


ist, so ist auch in diesem Falle die Anzahl der Wurzeln von F,,,(.) (mod p) gleich 


Wir wollen jetzt die Formeln (10), (10’) verallgemeinern, indem wir EZ als Element 
eines variablen Erweiterungskörpers X, —= K(T,) mit dem Primelement T, betrachten. 
Das Primelement TT von X hänge mit T', durch die Gleichung 


5 x . 
ii == 77 = 6, T,+ xT, (0, = 9) 
ı= 
. . . . . > h i . 
zusammen. Setzen wir dies in die linke Seite von Z = mM = S,(M ein, so erhalten 
wir 
pa ‚nn .. nij (2) 
a = Fr, - En Ö, ı (Tr ) 
ı= 


mit S%(7,) = H"*S,(TT) (mod T,). Hierbei ist 
+iy c m(n+i,) a2), m 
m+s,(m = HPSET,). 
Ähnlich wie oben die Kongruenz (8) ergibt sich hier 


(12) TH $,,(M) ie gr m (1 4 -SP(7 T,) A »(2) le ) (mod perl = aa 





op 


5 vo") ist. Wie früher schließt man dann durch Summation 


wobei ®,,,o(X) — | 


nach / 





rast + ro)  (moa“ 72) 


n 


13) 13-5 














mit 
a — y* .0) ww 
F()=», Do) (7) (mod 7) für ©, <o<v,,0 


en =, © 5 ,*b )SO(T dT 
F 0%) == ZUR HERR U.) DAR E 23 ra . up) 0‘ 0) (mo 0). 


s2. 
Z=n sei nun ein Primelement von k. Dann sind nach 5.7 die Exponenten 


ind. ., in und die Verhältnisse (4) für eine minimale Zerlegung Invarianten des Körpers 


K. Für eine beliebige Zerlegung von z gilt außerdem 








en 
TS 
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Hilfssatz 5. Die Gleichung 
h 


(15) a IM 2m, (M) 
definiert K vollständig. 

Um dies zu beweisen genügt es, die Gleichung (II) aus (15) herzuleiten. Die linke 
Seite von (15) kann man in folgender Weise nach steigenden Potenzen von x und TI 
ordnen: 


Y y' i—in j 
+ P) P.: 9,1 |. 
il j=1l 


(16) = 





Nun sei / die größte Zahl derart, daß o,, = 0 ist für alle </! und für alle 7 #0. In 


In! 
n 


I—i . . . \ 
>” 0); "7" ersetzen wir z durch die linke Seite von (16) und erhalten so 


j=0 
ea 
z— mio + az "|, 
i=1 j=0 
wo die der obigen Zahl ! entsprechende Zahl einen größeren Wert hat. Durch fortgesetzte 
Anwendung dieses Verfahrens erhält man also 


n zul 
= 301 


- ’ 
i=0 "! 


wo die o! wegen der Eindeutigkeit der Darstellung (II) von x mit den o, übereinstimmen 
müssen. Damit ıst Hilfssatz 5 bewiesen. 


Bemerkung. Ähnlich zeigt man auch, daß aus 
m - ug / 'a FRE TOR 
u (zn $, (7) + 217°) (mod“ 1“*') 


! = !äi ’ u ! 3 
z=1N"( 301'+.T01" (mod ” TI") 
1 


9; 
folgt. Dadurch ergibt sich aus den Formeln (10) und (10’) 
Satz 1. Wenn T=TT(1 + zT”) (mod”“ M®*') ist, gilt 


m 


(17) z=nN"($ 0,11 'ı F (x) (mod“ +1), 


i=0 uud 


Da dieser Satz aus irgendeiner Zerlegung von x gewonnen wurde, kann man, um 
f{») und F,(x) zu konstruieren, diejenige Zerlegung wählen, die auf S. 5 als Beispiel 
gegeben wurde ®), so daß 


Fri" ®,. (2) 0; (modp) für ©, <o<o,,, 


(18) 


— „* y' „* R 
Eu P Ze AR 7 0% + 2," ® (x) 0; (mod p) 


ist. 


») Man hätte auch von einer minimalen Zerlegung ausgehen können, wonach f(o») nur von der Erweiterung K/k 
abhängt, was wir nötigenfalls durch die Bezeichnung f# m 


Die Polynome F 


(®) hervorheben. 


(x) hängen durch S,(M) (mod TT) und durch x von und # ab. Aber da die Verhältnisse (4) 


[077 


10) I(w) 
nur von K/k abhängig sind, sind die Abbildungen x = (mod ” —F®(x) (mod ” TT) nur von K/k abhängig. 
J T 
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Ähnlich wie auf S. 14 betrachten wir nun eine variable Erweiterung X,—= K(T,) 
von Ä, die durch 


N= T7(2 6:75 + 27?) 
definiert ist. Diesen Wert von TI setzen wir in die Gleichung (15) ein und erhalten 


mn . 'ı c(z) 
= P(ZTESAT)). 


Der Formel (13) entsprechend ergibt sich daraus 
= (3 TZ"S7,(T;) + Fa(z) ar .)) [mod Te\ ). 
0 


Nach der Bemerkung hinter Hilfssatz 5 einen wir 


1) a= (FAT + Feat, ln ) (moa“ 9"), 
i=0 
wobei nach Hilfssatz 5 
n— 1" 5; ) T, 
0 i=0 9 


die definierende Gleichung von A, = K in bezug auf k ist. 
Folgerung. 
ko), o),..., Fa), FR e),... 


seien die zu den betreffenden Erweiterungen gehörenden Funktionen f({») und F„(r). 
1= 7'367‘, n = 1" 307" 


seien wieder die definierenden Gleichungen für Ä in bezug auf X bzw. k. In X führen 
wir durch 
T=T(1+2zT) (mod* Tr) 


ein neues Primelement 7’ ein. Auf A, als Erweiterung von K bzw. von k betrachtet, 
wenden wir Satz 1 an. Das ergibt 


a ar FR) 
bzw. 
a= "(357° 4 Pe) TE) (mod* RR), 


Nach Formel (19) folgt aus der ersten dieser Kongruenzen 


re) 


— T mn n 


26 T" + Fi" Fs*(x)) T 








IKIEu) ( 


Durch Vergleich der beiden letzten Formeln ergibt sich 


Kikı 1 __ ;4Rl “*o)) 
(20) f () = nf ( a 
as Fer) = Fila (PER) (mod p). 


Bisher hatten wir den Restklassenkörper 2 als vollkommen vorausgesetzt. Wir 
wollen von jetzt ab diese Voraussetzung im allgemeinen fallen lassen und sie nur an den 
Stellen, wo sie notwendig ist, besonders hervorheben. 2 sei also nicht mehr notwendig 





en 
ig 
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vollkommen, und A sei die kleinste vollkommene Hülle von 2. Dann liegt folgender 
Sachverhalt vor!P): 

k ist entweder ein Potenzreihenkörper 2(x) über einem zu 2 isomorphen Körper, 
und es gilt 

Ar) >Ar), 

oder k hat die Charakteristik 0. Z, sei in diesem Falle der durch seinen Restklassenkörper 2 
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte, hinsichtlich der Bewertung von Q, perfekte 
Teilkörper des Körpers Q@,"). A sei wieder ein Repräsentantensystem von 2 in Z, und R 


ein R enthaltendes Repräsentantensystem von A in Q,. k ist dann eine durch 


(22) p= "2 o,(p)=, o,(p)E R 


definierte reinverzweigte Erweiterung Lo(z) vom Grade e von La. 

Der Fall, daß k der Potenzreihenkörper über 2 ist, ist in dem zweiten enthalten, 
wenn wir wie oben e = oo setzen. 

Die Gleichung (22) definiert ebenfalls eine reinverzweigte Erweiterung f von Q, 
mit z als Primelement. Jeder reinverzweigten Erweiterung Ä von k entspricht dann eine 
reinverzweigte Erweiterung 8 = (Kf) von f, wo die Primelemente von K auch Prim- 
elemente von & sind. Die bisher aufgestellten Invarianten der Erweiterung $/f können 
daher als Invarianten von Ä angesehen werden. Insbesondere behalten Satz 1 und die 
Formeln (19), (20), (21) ihre Gültigkeit, auch wenn 2 nicht mehr vollkommen ist. 

Wir wollen nun aus Satz 1 eine Regel herleiten, nach der wir die Koeffizienten der 
Gleichung (II) abändern können, ohne daß sich der Körper Ä ändert. Dies geschieht 
dadurch, daß wir TT durch ein neues Primelement TT’ von Ä ersetzen. Besteht zwischen TI 
und TT’ die Kongruenz TI = TT’(1 + ETT’”) (mod TT”*'), so ist nach Satz 1 der erste hier- 
durch geänderte Koeffizient der Gleichung (II) 


(23) Okay = Oyay + FE) (mod p). 


Sind E und » zwei Elemente aus A, so ist F(£E + n) = F.l&) + F.(n) (mod p). 
Den Modul aller F(£) (mod p) mit &e€ R bezeichnen wir mit F,(2). Die Gleichungen (23) 
kann man dann folgendermaßen deuten: 

Satz 2. Diejenigen Koeffizienten der definierenden Gleichung (II) von K, deren 
Indizes die Form Ho) mit ganzem w haben, kann man um Elemente aus F (2) beliebig 
abändern. 

Man folgert allgemeiner aus der Formel (19) 

Satz 3. In der definierenden Gleichung 


& 
= T”" 2,7 
zo“ 


einer reinverzweigten, K enthaltenden Erweiterung K von k vom Grade nn kann man die- 


. . r . . . — K/iki . .:. 
Jenigen Koeffizienten, deren Indizes die Form nf fe} mit ganzem & haben, um beliebige 


Elemente aus F„(2) abändern und immer noch einen Körper K erhalten, der K enthält. 


10) Vgl. ©. Teichmüller, Diskret bewertete perfekte Körper mit unvollkommenen Restklassenkörpern, Crelles 
Journal 176 (1937), S. 141—152. 
'') Q, ist der durch seinen Restklassenkörper A völlig festgelegte, unverzweigte diskret bewertete perfekte 
Körper der Charakteristik 0, 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 1. 3 
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Ist Ä separabel über k, so ist entweder e endlich oder s* = r,=0. Denn es war 
einerseits f? (w) — B.(®) für > ®,, und, wie wir erkannt hatten, Fo) < B,(®) 
für alle !. Andererseits reduzieren sich für e = oo die Funktionen B,(®) auf 

B,(o)=u+ p'o, 
und für genügend große » gilt B,(o) < B,(o) für alle!+h. Daher ıst B,.(o) == B,(o), 
d.h.s*=r,. Da weiter Ä über k separabel sein sollte, muß r, = 0 sein, denn sonst 
wäre zı die p%-te Potenz eines Elementes aus X. Also folgt aus der Definition von B.(o), 
daß für endliches und für unendliches e 
f{w) = B.(w) =j*+wne+o 

gilt für > @,„,. Für diese Werte von » hat aber F„(x) die Form yx mit ye R. Hier- 
aus und aus Satz 2 folgt nun ohne weiteres der 


Satz von Hensel!?). K habe dieselbe Bedeutung wie in Satz 3. Ändert man in der 
definierenden Gleichung von K diejenigen Koeffizienten beliebig ab, deren Indizes größer 


2) K. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen 1 (Leipzig 1908), S. 196— 201. 
Der a.a.O. bewiesene Satz kann als Sonderfall unseres Satzes angesehen werden. Es genügt, k als Körper 
der p-adischen Zahlen zu nehmen und n = 1 zu setzen. Es sei nämlich 


(a) p= An" + An" + +4,17 = yla) 
x r 
die Eisensteinsche Gleichung, die K/k definiert, und p= ( Lo‘) re" dieselbe Gleichung in der uns geläufigen Form 
i=0 


geschrieben. Es sei x’ ein anderes Primelement von K, so daß x = (1 + zn)’ mit x € R. Setzen wir dies in (a) 
ein, so erhalten wir 


P= ya’) + m" tl ya) + nt? > ) ann 


| va) 
Wenn» +1+ nw,(y’(r’)) <tUo+1)+ nu, (7 für 1= 2,3,...9%, d.h. 


\ d 


(i) 
2 ’ y (rn) 
Eumeree .') 
‚n 


o@+1+ nw,(y’(r)) <, Max MSN.» DE 
j=2 ı—1 


i=2,3,... 
ist, wird 
p= y(a’) + ar" ya) (mod nt treu), 
Hieraus folegert man, ähnlich wie beim Beweis des Hilfssatzes 5, 


& t ‚ 
p= Lex“) zq’" + zu”t lyr(a’) (mod "t?tnw,.(v R))), 
i—) 


x : E 
Daaberp=( Yon’ + F,(@) a“) a" (moda"+!) ist, muß +1 + nw,(y’(r)) = lo) +n und F (x) 
i—0 
von der Form yx mit y € R sein. Daraus folgt, daß 


o+1+nw,(y’e)) > Max 


1=2,3, ++.» 





die Ungleichung 
o+1+nw(y(a))>n+ Ko,,w,) 


zur Folge hat. Ist nun M die kleinste ganze Zahl derart, daß 


i @ 7 
Wa) 
M+1> Max N h 


i=2,...,n ı—1 





is 





1 


€) 
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als nf (O2,) sind, so erhält man wieder eine Erweiterung, die einen zu K isomorphen 
Teilkörper enthält. 

Ist 2 vollkommen, so stimmt der Modul F*'*(2) mit 2 überein, wenn » von einer 
Knickstelle von fo) verschieden ist. Wie wir oben bemerkt haben, enthält aber die 
Folge f*(o) für ganze » alle Multipla von PT, die größer als f*"(w,;) sind. Daher folgt 


in diesem Falle aus Satz 2 
Satz 2a. Q sei vollkommen. In der definierenden Gleichung 


iu i 
z=IT 2301 
io "i 
einer reinverzweigten Erweiterung K von k können die Koeffizienten der Glieder, deren Ord- 


nungen größer als (045) und Multipla von pi sind, willkürlich gewählt werden, aus- 
genommen die Glieder der Ordnungen f* *(wz;), für! >iundi=i, j > j. 
Entsprechend folgt aus Satz 3 
Satz 3a. Q sei vollkommen und K habe die gleiche Bedeutung wie in Satz3. Man 


erhält wieder eine derartige Erweiterung von k, wenn man in der definierenden Gleichung 


von K diejenigen Koeffizienten beliebig abändert, deren Indizes größer als nf" "(w,) und durch 


” 
1 ) i —.ıKik Er i f a s 
p" teilbar sind, ausgenommen die Indizes nf "(orz) für! >iundi=i,j >). 


S 3. 
209 Von a Von Vor =1 (=0, ur, =) 
dıe Folge der voneinander verschiedenen Verzweigungsgruppen mit den Ordnungen 


K sei nun galoissch und G = V 


m 1 


Bud... het, 
Satz 4. Es gılt 
! 
(24) Ko) = Lu — 1) pP" + w—n) pH für n<o< m, 
und die Folgen v, =, v5: - -, tg, und 


oo —=0, Wo, +: + Wow ©10y ++, Ds D2Oy + + +, zw 
stimmen miteinander überein. 


Beweis. 
a)n=p. Es sei o ein Automorphismus aus V,, so daß 


TT = TT’(1 + BT”) (mod“ T*') 
mit ö# # O gilt. Nach Satz 1 ist 


x = TI" Z 0,7 = B: 0,11” n= FB) T"®) (mod “ T"*'), 


ist, so besagt die von K. Hensel a. a. 0. bewiesene Aussage, daß alle Gleichungen p = $(r) mit Y(z)= y(r) (mod p" *') 


Primelemente des Körpers K/k definieren. Diese Aussage folgt aber aus der Aussage, daß alle Gleichungen 


> . 
p= Lö) x" mit 0, = 0,, für d= 0,1,2,...,nM — 1 Primelemente des Körpers K/k definieren. Dies folgt 
i=0 
aber aus unserem Satz, weil 
(1); 
D ’ y (2) 
te (pr) — | A 
u ie 8 
i=2,..,n \ ı—1 


und folglich 
n(M+1)>n+ fo,,.,) 


ist, 
2% 
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Daraus folgt 
F,($ß)=0 (mod p). 


Da ß #0 ist, muß F,(x) mehrere Glieder haben, v muß also die Knickstelle von f(w) 
sein, d.h. 
f{») = pw für  <sSo, 
fo)=p+o—v für o2o. 
b)n= p”. Da V,„/V,, abelsch vom Typus (p,...,p) ist, gibt es einen V,, ent- 
haltenden Normalteiler V,, vom Index p in V,„; k sei der zu V,, gehörende Teilkörper 
von K. Wir nehmen den Satz für K/k als bewiesen an. Es gilt nach (20) 











fo) 
pe *o)) e p”o für o—s 5 
Fo) = "ns ö 
= (u — v1) pP" + (oe — vu) pH! . 
— MM + - — in — für WSowS vr, 


wobei m, = m, — 1, m, = m,,...,m, = m, ist. Der letzte Ausdruck wird dann 


N 
(0) = = (W— vo) pP" + (w— u) pt für UV <o< mp. 
ı= 


ec) n=e,p". k sei der zu V,, gehörige Teilkörper. k ist also eine zyklische Erwei- 
terung vom Grade e, von k, und Po) ist offenbar gleich », so daß die Anwendung von (19) 
ergibt 


J l . 
Fo) = fF*(o) = 2 (u — v,$}) p"" + (® — v)) p"ir! für U So<S Ur. 


i=1 
Damit ist (23) bewiesen. Aus dieser Formel erkennt man auch, daß v,, vg, . - -, ?y die 
einzigen Knickstellen von /#'*(o) sind. Daher stimmen die Folgen v,,..., v, und 

O1, ++ +5 Wow 210, + + 7 Dlmy + + +, Vzw, 
miteinander überein. 


Unter Abänderung der bisherigen Bezeichnungsweise nennen wir die zu @;; gehö- 
rende Verzweigungsgruppe V;; und setzen noch der einheitlicheren Bezeichnungsweise 


wegen Vjw,+ı = Viri1o. Die Ordnung von V;; nennen wir p"#. Aus dem eben be- 
wiesenen Satz 4 und aus der Definition von f(w) folgt dann ohne weiteres 


dj" *(o) BEER 7 7% WEBER nu. 
do 2;+0 pP pP ) 





d.h. 
Mi = st —)J G=9,1,.:,)- 
Satz 5. 0,0 ,...,060 (a; — p"ü"sitl) sei ein Repräsentantensystem von 
V,/V,;;, und die Elemente Bir» e, ar Bi aus R seien durch 
(I) en . . 
1=TMö(1 + BTW) (mod”“ 9°") 
definiert). 
Es gilt 
} j—1 Ip mi, er 
(25) Fayl)= 9, % Il (2 — Da de (mod p) für j+0 
5 
Pe wi_ (I), pi1 
F,.(*) == _ A '1l (x — io )? . (mod p)- 


13) Es ist BL) + Bi = pi’ (mod p) mit a ol) ob Vzjrı- 





je 


IN 
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Beweis. Aus den Definitionsformeln (11), (11’) von F,,(x) folgt, wie wir schon 


2 


auf S.9 und S.13 bemerkt haben, daß F,„,(x) die pii.te Potenz eines Polynoms 
P,,(*) ist. Da o® ein Automorphismus von K/k ist, muß andererseits 


F,(ß,) =0 (mod p) 
(B 


sein. Nach Hilfssatz 4 ıst aber die Anzahl der voneinander verschiedenen Wurzeln von 


Fa,(*) =() (mod p) durch 


Fe... Fe... = TH q,, 


gegeben. Daher stellen die Pi schon alle Wurzeln von F_ (x) (mod p) dar. Da außer- 
ni; 
dem nach (18) der Koeffizient des Gliedes des höchsten Grades von F .,,(*) (j #0) 


i—1 F . : . 

bzw. F_(x) kongruent »*o»a’" bzw. »* ,o.» a”i-l (mod P) ist, gelten die Kon- 

227) >; i1°5;_1 ’ 
gruenzen (25). 

Satz 6. Die Gleichungen 

e x . T j - 

u ’ u 2 

z=IT 301, z=I 201 

1= 


i=0 "! 


mögen zwei Primelemente von K definieren, und o, und o, seien die beiden ersten von- 
0 0 


einander verschiedenen Koeffizienten. Dann gibt es für i, #0 einen Automorphismus o 
von K, eine natürliche Zahl » und ein Element iA aus R, so daß 


T=T(1 + AT”) (mod“ T°*) 
mit F„(/) &0 (mod p) gilt, und folglich 


Io 1 ») b) 
0; + F (7) (mod p). 


Für = 0 = f(0) ist TT = ETT (mod TT), und daher o, = E"o, (mod p). 
Beweis. Es sei 
N= MT Fan“. 
Wenn 0, = o, ist, so ist auch & = 1 (mod p) und daher #' = 1 (modp). Da V,/V, 
zyklisch vom Grade e, ist, gibt es einen Automorphismus o, so daß 
T”=&£T (mod” T) 
gilt, also 


n=M"(1+ 89,0"). 


Wir wählen dasjenige o, für welches TI = TT’’(1 + ATT’””) (mod TT’”') mit möglichst 
großem w gilt. Daraus folgt nach Satz 1 
=” 8 0,0” + FA”) (mod MN), 
Hier ist F,(A) & 0 (mod p), denn sonst gäbe es nach Satz 5 einen Automorphismus r mit 
(1) = 1” = TI” (1 + 47°) =TT (mod‘ Tr), 
und & wäre nicht maximal. Hieraus folgt 0, = 0; für i <f(o) und 


Go = 0,4. + F,(#) (mod p), 


da TT’ und TI’” denselben Gleichungen über k genügen. 
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Der Fall i, = 0, eo, = &"o, (mod p) ist klar. 
Wir fassen noch einmal unsere Ergebnisse über die Gleichungen für die Primelemente 
des galoisschen Körpers Ä/k zusammen: 


Stimmen die definierenden Gleichungen zweier Primelemente des Körpers K/k in allen 


Koeffizienten o,, mi ® <o, überein, so auch in allen Koeffizienten o, mit ı <f(w,). 


Ko») 0 
Es gibt genau dann ein Primelement TV’ von K mit einer definierenden Gleichung 


a=1" Som“, 
deren Koeffizienten 
=, (=0,1,..,flo)—1), 
Oo Z ya + Y (mod p) (7 #0 (mod p)) 


sind, wenn @ eın Element von F,(2) ist. 


Zeigen umgekehrt die Koeffizienten aller Gleichungen für die Primelemente eines 
Körpers K das eben beschriebene Verhalten und zerfallen die Polynome 


ar —1, F.,,(%) (mod p) 


in (2 vollständig, so ist K/k galoıssch. 





Man kann nämlich jeder Nullstelle &, (mod p) von «© — 1 eine Substitution TT — IT’ 
mit TT= TV(&, + &T7 + 87” + -- -) zuordnen, so daß IT und IT’ derselben Gleichung 
genügen. Denn gäbe es keine derartige Substitution, so betrachte man eine solche Sub- 
stitution, daß die beiden ersten voneinander verschiedenen Koeffizienten o, und 9; 


der Gleichungen für TT bzw. TI’ möglichst großen Index haben. Da & —1=0 (mod p) 
ist, ist 2+0. Nach unserer Voraussetzung ist aber ! = f{®») und 


+ F (2) (mod p). 


Of) 
Bilden wir die definierende Gleichung des Primelementes TT”’, welches mit TT’ durch 
= TTÜ(l + ATT”’® +.) zusammenhängt, und nennen deren Koeffizienten o;’, so 
wird nach Satz 1 0’ =o, füri=(0,...,f(»). Da aber auch T = TT'(&, + 8” +» -) 
ist, so bedeutet dies einen Widerspruch. 

Analog betrachten wir zu jeder Nullstelle P,, von F,,(®) =() (mod p) ein Prim- 
element TT’ mit T= TPf(1 + B,” ++). Gäbe es kein IT’, welches derselben Glei- 
chung wie TT genügt, so wähleman TT’ derart, daß die Anfangskoeffizienten der Gleichungen 


für TT und TT’ möglichst weit übereinstimmen. Die ersten nicht übereinstimmenden Koeffi- 


D . ” R ’ r “ . 
zienten haben die Form 9, und eu = Op + Fal%) (mod p) mit > De Dann 


würden aber die Koeffizienten der Gleichungen von TI und TT” mit 
T’=-TM(1+34mM””+--.) 
und folglich mit TT= TT’(1 + $,17’”# + - - -) noch weiter übereinstimmen, was einen 
Widerspruch bedeutet. 
Also gibt es zu jeder Nullstelle von «” —1 bzw. F (2) (mod p) Automor- 
phismen von Ä. Aus den Formeln 
= TE, + 87 + 57° +.) bzw. TI= O4 BT +) 


erkennt man leicht, daß die aus diesen Automorphismen erzeugte Gruppe mindestens 
die Ordnung e,p” haben muß (vgl. Hilfssatz 4). Da aber X den Grad e,p” hat, ist X 
galoıssch. 








wm nn 7 ww. 


n 


N8 
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Wir wollen jetzt dem Satz 6 entsprechend eine Umkehrung des Satzes 3 herleiten. 
K/k sei nicht mehr notwendig galoissch; es gebe aber eine reinverzweigte galoissche Er- 
weiterung X von k vom Grade nn, die Ä enthält. G sei die Galoisgruppe von Ä und 
G= Vai Vs + Vo. Fangı — 1 die Folge der voneinander verschiedenen Verzweigungs- 
gruppen von K. Wir bezeichnen ferner mit g die zu K gehörige Untergruppe von G 
und mit p"? bzw. p"! die Ordnung von V,, bzw. V,, ng. Die Funktionen /**(o), f *(w), 
die nach (24) mit Hilfe der entsprechenden Verzweigungszahlen zu ermitteln sind, 
bestimmen auch die Funktion f**(») durch 


RR) — ger Fe)), 


n 


Offenbar entspricht jede Knickstelle »;; von f"*(o) durch 


0 
mit 6 = n (mod T), wo IT bzw. T Primelemente von A bzw. A bezeichnen, auf die 


F#'*(x) und FX*(r) bezogen sind. Man kann durch passende Wahl von M erreichen, 
daß #9 = 1 wird. Dann wird nach (14) F£*(x) — FE*(x). Die Wurzeln y, von 


Aw (y) =0 (mod p) 


KK) 


n 


und speziell von 


Fi - Ku) =( (mod p) 


n 


sind aus den Wurzeln x, von FE*(2) = 0 (mod p) durch 


Fa (#0) Kx 
ya, (mod p) bzw. „=F,„ (2,) (mod p) 
zu ermitteln. Wenn p"”""4+1 — p"!="l+1 jst, kann man die Repräsentanten von 


VolVoy;, als Elemente aus g wählen. Dann folgt aus Satz 5, daß jede Wurzel von 
Fu *(x2)=0 (mod p) auch Wurzel von Fr, (2) =0 (mod p) ıst.. Die Wurzeln von 


RR) Eat (mod p) bzw. Finn.) (9) =() (mod p) sind dann alle Null, d. h. 
Fi Rx.,(#) ist eingliedrig, daher ist - f* *(1) keine Knickstelle von j? *(o). 


T bzw. T’ seien nun Primelemente irgend zweier reinverzweigten Erweiterungen 
K bzw. K’ vom Grade rn von KÄ, und 


(26) n1= 7" Z 6,7‘, (26’) 1= T” Z BT" 
(44) = 1" 35T, 27)  a=T* Ir" 


seien die entsprechenden Gleichungen. A/k sei außerdem galoissch. 
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Satz 7. Sind e,, und ß;, die beiden ersten voneinander verschiedenen Koeffizienten 


in (26) bzw. (26’), so ist i, von der Form 


. —.,K'kl 9 
y = ar (©) (m ganz), 


und zwischen 6, und 6, besteht die Beziehung 
0 


0 


%,=8,+ Fa") (mod p) für i„+0 
oder 

Dr (mod p) für W=0 
mit JER bzw. EER. 


/ 


Beweis. Wenn 0, # o, Ist, ist 6, # & und 9 = oo(4°) (mod p). Ist &, = 2, 
0 


so ist fe) =41 (mod p). Also ist > (mod p) eine e,-te Einheitswurzel. Daher gibt 
0 0 


es einen Automorphismus o von K/k, so daß 7" = 7” n (mod T) gilt. Dabei ist o 
0 


bestimmt bis auf einen Faktor aus der ersten Verzweigungsgruppe V,, von K/k. Diesen 
Faktor wählen wir so, daß der erste Koeffizient von 


IT ns (Aa P: 0.” ii 


der von dem entsprechenden Koeffizienten aus (26’) verschieden ist, einen möglichst 


. . . . ' . 
großen Index hat. Diese beiden Koeffizienten seien 0 und 6,,; wir setzen 
ı 


()__ 
nn A (mod p). 
8, 
Bedenken wir, daß auch 7” der Gleichung (27) genügt, so haben nach (19) die ersten 
möglicherweise voneinander verschiedenen Koeffizienten von (27) bzw. (27’) den Index 





. — ;K'k/[ . 
eh es), und es ist 
n 


,=,+ Fa (A) (mod p). 


n 


Hier ist aber FÄ*(A) (mod p) tatsächlich von Null verschieden; denn sonst dürfte Far (2) 


7 n 


wegen A =+ 0 nicht eingliedrig sein, also wäre = eine Knickstelle von f**(»). Nach den 


obigen Feststellungen wäre dann - - f*(u) und A= n FEIK(2) (mod p), wo 


x, eine Wurzel von F**(x) = (0 (mod p) ist. Der Wurzel x, entspricht aber ein Auto- 
morphismus 7 der Gruppe V,, so daß 7° = T”(1 + 2,7” +...) gilt. Aus Satz 1, 
angewandt auf Ä/Ä, würde folgen, daß in der Gleichung 
on ger e> 0” gi 

die Koeffizienten 6” bis i— @, einschließlich mit 6; übereinstimmen. Das würde 
unserer Annahme über die Wahl von o widersprechen. Damit ist Satz 7 bewiesen. 

Die Überlegungen vor Satz 7 liefern eine Erzeugung aller primitiven Erweiterungen 
von k'4). Es sei nämlich Ä eine galoissche Erweiterung von kundG =Z, V,, Von»; V., 


14) Diese Frage wurde kürzlich für Zahlkörper bei M. Krasner a. a.0.*) behandelt. 
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die Folge der Zerlegungs- und Verzweigungsgruppen von A/k. k sei der zu V,, gehörige 
Teilkörper von Ä. 

g sei eine maximale Untergruppe von G, so daß der zugehörige Körper $t primitiv 
wird. Es bezeichne T ein Primelement von St. 

Ist V,, in g enthalten, so ist $t unverzweigt, läßt sich also durch eine Erweiterung 
des Restklassenkörpers erzeugen. 

Ist zweitens V.,<-g, V.,<g, so haben wir es mit einer reinverzweigten Erweite- 
rung & vom Primzahlgrad r (r prim zu p) zu tun. In diesem Falle wird die Gesamtheit 
der definierenden Gleichungen von $t/k durch x = x 2 En, T' gegeben, wobei £, RE We 
beliebige Elemente aus A sınd. 

Im Falle V,, <- g sei V,, die letzte Verzweigungsgruppe von Ä, die nicht in 


halten ist. Da g maximal ist, gilt für jeden in g nicht enthaltenen Normalteiler // von G 
die Beziehung g:4H =G. g enthält also ein volles Repräsentantensystem von G/V,. 


Die Reihe der Zerlegungs- und Verzweigungsgruppen von K/kwarG =Z, V,, Vay-: ., V 


, , ' 
gq 


g ent- 


die entsprechende Reihe für A/& ıst 


r, r r r ‚ y , 
g=gnZ, gr Von gr Vungr Vırı = Varn: sg V. = Vo, 


Da g ein volles Repräsentantensystem von G/V,, enthält, stimmen die Indexfolgen für 


beide Reihen überein mit Ausnahme von [V,: Jund [gr V.,:V Hieraus 


Vonr 1 "R+ J 


folgt, daß $/k reinverzweigt ist und den Grad 


prh+1 ph 2 pr PR p' 


hat. Da der Fall p"+1 + p”I"1+1 hier nur für = h eintritt, folgt aus den 
Betrachtungen auf S. 23, daß f*"(») nur eine einzige Knickstelle hat, nämlich 


t 
 . ER). 


n 
p’ 
En 


ist, oder © = _ m (vgl. S. 10). Jedenfalls aber hat v einen zu p primen Nenner N. 
#_ 


Wenn wir $ durch TI mit T=TT” zu &(lT) erweitern, wird nach Formel (20) 


Es ist entweder ® = o,, oder ® = @,, d.h. entweder v = wo also t=1 


Ny/k " EGER 
Fo) = N a: =]. Also hat auch f*"”*(») nur eine einzige und zwar ganzzahlige 


Knickstelle v’ = Nv. Nach S. 22 ist aber ein solcher Körper &(TT) galoissch über dem 


unverzweigten Zerfällungskörper der Gleichungen =" —1=0 und F”*r) = 0 
(mod p). Denn sind TT und TT’ zwei Primelemente von &(TT) mit den Gleichungen 


(28) = Im? £ 0,7, (28) a = 1" A Er, 


1 


so ist IT= nTT’ (mod* TI). Wenn »P® + 4 ist, sind 0, 0, (eo, = R “) die beiden ersten 


voneinander verschiedenen Koeffizienten von (28) und (28°). Wenn yFX —=1, d.h. 
7° = 1 ist, ist die Substitution IT n—!TT ein Automorphismus von KU(TT)/R, und folglich 
erfüllt 7"TT die Gleichung (28). Es sei nun „"TT = TT’(1 + ATT’”) (mod” TI”*'). Für 
die beiden ersten voneinander verschiedenen Koeffizienten 0; 0;, von (28) und (28) gilt 


I, — IE.) und 0, = 0, + FOR (1) (mod p), 


wenn Fa*(7) =0 (mod p) ist. Wenn » # v’ ist, ist aber F*”*(7) (mod p) wirklich 


Ny/k 
von Null verschieden, denn FA" *(}) ist eingliedrig; andererseits haben alle Indizes, die 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 1. 4 
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ADIEy?) DE.) mit > v’, und für > v’ kann auch 


größer als / sind, die Form f 
FRWE 7) (mod p) alle Werte aus A annehmen. 
Wir können also den Zerfällungskörper von x” — 4 und F*”*(x) (mod P) mit k 


und Ä mit (k, &(TT)) identifizieren. gr V, ist dann 1. Damit $ primitiv wird, ist also 
notwendig und hinreichend, daß V, keine in G invariante Untergruppe enthält. S durch- 
laufe die Automorphismen von k/k und & die Lösungen von 2 —1=0. Es ist leicht 
nachzurechnen, daß das einer Wurzel x, von FEDIE 2) — NF**(x) =0 (mod p) ent- 
sprechende Element o, von V, durch den Automorphismus TT > £TT von $UTT) in Or, 
transformiert und durch S in o, s übergeführt wird. Weil N der genaue Nenner von v ist, 
ist N prim zu v’. Daher durchläuft &” wieder alle Lösungen von «= —1=0. Damit 
also $ primitiv wird, ist notwendig und hinreichend, daß die Wurzeln von F?}*(x) = 
(mod p) durch irgendeine x, # O0 von ihnen in der Form st, (mod p) ausgedrückt 
werden können. 

Zum Abschluß dieses Paragraphen fügen wir noch folgende Bemerkungen hinzu. 


I. k, habe die absolute Verzweigungsordnung e. Dann hat unserer Verabredung 
gemäß k„ die Charakteristik p. Ä„ sei eine separable reinverzweigte, nicht notwendig 
galoissche Erweiterung von k,. Die Gesamtheit der definierenden Gleichungen von 
der Gestalt 


nn em T, Ze, 
i= 


von A. über k„ bezeichnen wir mit ©. Indem man z.„ durch z, und TI, durch TI, ersetzt 
und die o, als die entsprechenden Elemente aus A auffaßt, definiert © auch eine Er- 


| ' 2 Ik. 1 
weiterung Ä, von k, vom Grade n für alle e mit ne > fFets(o,), d.h.e> E ers). 
Betrachten wir nämlich eine feste Gleichung 

[ee] 
(29) 2,=-M ol 
e e:_ q 


aus ©. Diese definiert A, über k,. Alle solche Gleichungen, die A, über k, definieren, 
bekommen wir, indem wir in (29) ein anderes Primelement TT; mit TI, = TI/(&, + EIE-+ - - -) 
einführen. Wir haben zu zeigen, daß die Gesamtheit der so entstandenen Gleichungen 
gerade & ausmacht. Der Übergang von der Charakteristik p zur Charakteristik Null 


bedeutet aber, daß wir nicht mehr p durch Null, sondern durch = zoP7, zu ersetzen 


haben. Für die Koeffizienten o/ der Gleichung für TT/ bedeutet dies, daß wir die o} 
mit © < ne so berechnen können, als ob die Charakteristik noch p wäre, so daß die 
Funktionen Frete(,) und Fre*e(x) sowie [*=*x(n) und f*e*e(w) für » < wo über- 
einstimmen. Daher stimmen aber die Funktionen Fetc(o) und fe *(») für alle » über- 


ein. Folglich können weiter nach dem Satz von Hensel (vgl. S. 18) die Koeffizienten 
o; mit i> ne willkürlich gewählt werden. Also können wir auch bei K,/k, durch 


passende Wahl von TI, genau alle Gleichungen von © erhalten. Wenn außerdem Ä,/k« 
galoissch ist, ist nach S. 22 auch Ä,/k, galoissch, und zwar sind die Automorphismen 
von K,„/k„ und Ä,/k, durch dieselben formalen Ausdrücke TI” = &&om) (mod 


Tr“ *') definiert. Daher sind beide Gruppen zueinander isomorph. 


Um die Struktur aller Körper Ä zu erhalten, genügt es also, nur den Fall endlicher e 
zu betrachten. 








Pe 
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II. Das Primelement x von k ist algebraisch über Z,"°) und daher auch über der 
durch die Koeffizienten seiner Gleichung in Z, erzeugten endlichen!®) Erweiterung Z, 
des Zahlkörpers Qgppy Da die Koeffizienten der Gleichung (II) von einem bestimmten 


Glied ab willkürlich wählbar sind, gibt es auch ein Primelement TI von Ä, das über einer 
endlichen in k enthaltenen Erweiterung Z,(x) von L,(z) algebraisch ist. Z, sei der 
größte Unterkörper der galoisschen Hülle von Z,(T)/Zy,(r), der in Z, enthalten ist. 2’ sei 
schließlich der Restklassenkörper von L,. Die algebraisch abgeschlossene Hülle von 
Qarn in Z, = L,. ist offenbar eine endliche und unverzweigte Erweiterung von Qorer 


La(r) ist vom Grade e über Z» und ZL.(TT) vom Grade n über La(z). Die Eigen- 


schaften der Funktionen f4 *(o) und F?*(x), die für zwei beliebige Primelemente von k 
und Ä festgestellt worden sind, sind also auch gültig für x und TI, d.h. für Z»(x) und 
Lo (MT), die k/La und K/k völlig definieren. 

Um die Struktur von Ä über k zu untersuchen, genügt es also, Zy(TT) über La (x) 
zu betrachten. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir daher annehmen, 
daß von vornherein Zy mit L„ übereinstimmt, daß also die algebraisch abgeschlossene 
Hülle von GF(p) in 2 endlich über GF(p) ist. 


s 4. 

Wir betrachten ın diesem und im folgenden Paragraphen diejenigen einfachen 
normalen Algebren A vom Rang n?=[K : k]? über k, die die reinverzweigte Erweiterung 
K/k als maximaler Teilkörper enthalten. n, sei der Index von A. A ıst also die volle 
Matrixalgebra vom Grade n,, wobei n,n, = n über einer normalen Divisionsalgebra A vom 
Rang n?. O sei eine Maximalordnung von A, die die Hauptordnung von Ä enthält !7). 
Wir setzen O=0O nA und bezeichnen mit p bzw. 9 die Primideale von O bzw. 0. O/p 
ist bekanntlich die volle Matrixalgebra vom Grade n, über O/p, die eine Divisionsalgebra 


über 2 ıst. x und TI seien wieder Primelemente von k bzw. Ä. Da und Einheiten 
7t 


von K sind, ist das Ideal OTT” gleich dem Ideal Ox = p", wo e, < n, die Verzweigungs- 
ordnung von g ist. TI” sei die niedrigste Potenz von TT, die in @ enthalten ist. Es gilt 
offenbar die Ungleichung 


(30) eu on 
und also 
(30°) son: 


Die Linksideale Q,,Q,,- - -, Q von O/p, die als Linksmoduln durch 1 (mod p), 


e—l 
TT(mod p),..., 11” (mod p) erzeugt sind, sind voneinander verschieden. Wäre z.B. 


0,= (0; ,], 50 wäre IT = afl’*' (mod p) mit ae0O, also auch 


T=ıl" ==... =" =0 (modp). 
Dies widerspricht aber der Definition von e,.. Da die Anzahl e, der Linksideale 
>>. -+> Q,_, von O/p höchstens dem Grad n, dieser Matrixalgebra über O/p 
gleich sein kann "), folgt aus (30) e,=n, und dann aus (29) e,=n,. Wir wollen 


5) Für die Bedeutung von Z, vgl. S.17. 

16) Unter einer endlichen Erweiterung ist hier immer eine solche zu verstehen, die durch Adjunktion endlich 
vieler Elemente entsteht. 

1”) Für die Existenz solcher Maximalordnungen vgl. Hasse, Über gewisse Ideale in einer einfachen Algebra, 
Actual. sei. industr. 109 (1934), S. 12. 

\#) Vgl. z.B. Deuring, Algebren, $9. 
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außerdem voraussetzen, daß das Zentrum von 0/@ separabel über 2 ist. Dann ist bekannt- 
lich die Algebra A zyklisch, und es kann 

A=k*kr+kt?+... + kr 
mit rk*tr'" — k*°, 1" — 7 gesetzt werden 1%). Es bedeuten dabei: k* eine unverzweigte 
zyklische Erweiterung vom Grade n, von k, S einen erzeugenden Automorphismus 
von k*/k, x ein passend gewähltes Primelement von X. 


(* bezeichne den Restklassenkörper von k*. Wir können also k* = La(r) setzen. 
IR* sei ein Repräsentantensystem von 2* in La, welches AR enthält und die Bedingung 


R*” — R* erfüllt. Da die Elemente von k* als Potenzreihen in x mit Koeffizienten aus 
R* geschrieben werden können, lassen sich die Elemente von A als Potenzreihen in r 


mit Koeffizienten aus R* schreiben. Wir bemerken noch, daß die Spuren der Elemente 


von Q2* in bezug auf 2 alle Elemente von 2 durchlaufen und daß wir das Primelement 


i 7 
x von k dann und nur dann durch das Primelement x’ ersetzen können, wenn — (mod x) 
7 
die Norm eines Elementes aus 2* ist. 
Sind c;; die üblichen Matrixeinheiten und setzen wir e, = C11, &g = (a3, +: +, @n, = nn, 
und FT =cCs-+ Cs3 +*''+ tr, so können wir, wie man leicht erkennt, jedes Ele- 
ment von A in der Form 


. 2(2 ei DL Eye A" 
schreiben, wobei die Gleichungen 
(31) "=adao=n 
und 
32) Pte ++. +) +Ee ++, + Ere,), EER* 
gelten. 


Die 28 £*e, bilden ein Repräsentantensystem P; R*e, der kommutativen Algebra 
B Q*e. in 2 La*e;. Wir werden im folgenden die Elemente von 2 R* e; kurz mit &, n,,.. 


Fer! i=1 


bezeic ae u ler = = setzen. Die Elemente des Zentrums von A sind in dieser 


Schreibweise durch 3 S £ T”i mit &eR 5 e; dargestellt. 


i= 2. 


Die Elemente \ 2 Zt ‚r)r mit »>0 der Algebra bilden eine Ordnung ©, die in der 


den Matrixeinheiten Pi entsprechenden Maximalordnung O enthalten ist. Die Elemente 
von © mit » >21 bilden ein Hauptideal B = OT =TO von 9, und das Ideal, welches 
aus allen Elementen mit » > o& gebildet ist, ist die »-te Potenz von ®. Die Elemente 


(Z £, r) T”, die das Ideal ®” erzeugen, sind diejenigen, für die &, kein Nullteiler ist. Wir 
nennen insbesondere die Elemente /' = (Z ? ) T, die das Ideal ® erzeugen, Primelemente 
(Z 5; mr 


v—1 N 
keine Nullteiler, denn es ist En = II En (mod p). Daher kann man die Elemente der 


v 


von ©. Die Anfangsglieder £”T” von sukzessiven Potenzen von I’ sind 








19) Vgl. Nakayama, Divisionsalgebren über diskret bewerteten perfekten Körpern, Crelles Journal 178 (1938), 
S. 11—13. 
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az 


Algebra A auch nach Potenzen von I’ mit Koeffizienten aus P; R*e; entwickeln. Es gilt 


I1= 


außerdem TE = ET (mod* ®). Wir können schließlich sagen: Wenn zwei Elemente 


der Algebra mod ®’ für alle » kongruent sind, so sind sie gleich. 


Die Algebra A ist offenbar durch k*, $ und die Normenrestklasse P = rn Ny,k* 
(mod*“ x) völlig festgelegt. Dies wollen wir im folgenden durch die Bezeichnung 
A=(P,k*, 5),, zum Ausdruck bringen. 


Hilfssatz 6._ Jedes Primelement I’ von D ist Primelement eines reinverzweigten 
maximalen Teulkörpers Kr von A. Die Hauptordnung von Kr ist Kr mn QD, und ihr 
Primideal ist Kr n B; umgekehrt läßt sich bei festen k* und 5 jede reinverzweigte Er- 
weiterung vom Grade n von k auf einen solchen Teilkörper K „genau einer Algebra (P, k*, 5), 


isomorph abbilden. 


. 
Beweis. Es genügt zu zeigen, daß man x als Potenzreihe (Z 0,1") I” mit Koeffi- 
1=0 


zıenten aus R schreiben kann und daß umgekehrt ? und /’so gewählt werden können, 
daß die o, vorgegebene Werte haben. 


u . 
Gäbe es in der sicher vorhandenen Entwicklung ( 2 o, r)T" von z = T” nicht in 


ı1=() 
i—1 
7 


rit" er pt" 
i=0 "° 5 


R enthaltene Koeffizienten, so sei 0, der erste. Die linke Seite von x — 
(mod ®°*”*') wäre dann aber mit T' vertauschbar, während es doch die rechte nicht ist. 


Eine leichte Rechnung lehrt außerdem für & = z rg e, mit Er e R* 


n—1 ri N; 
(33) TE = TN.„E». 


Tr ps ek” 


Hieraus folgt go, € N..„%*. P ist also durch die Angabe von X. vollständig festgelegt. 


j = u BE 
Nun sei z = (Z om) vorgegeben, und P sei die Normenrestklasse - N .,k* 
i=! 0 


Ds 


(mod* x). A sei die oben zu P konstruierte Algebra. Man kann dann FT so wählen, daß 


= : wird. Wir setzen 
0 


r=(Z&MJr (1), 


wo die &, so gewählt sind, daß in der Entwicklung von x nach I’ möglichst viele Anfangs- 
koeffizienten mit den entsprechenden Koeffizienten o, zusammenfallen. Die Anzahl 
dieser zusammenfallenden Koeffizienten bezeichnen wir mit !. Wegen &,=1 ist 1>0. 
Es sei 0, — A der (l + 1)-te Koeffizient dieser Entwicklung. Wir setzen 


T=(1 + n7”)T’ (mod“ P*") mit y = Luke, 


Da, wie man leicht nachrechnet, 


ee... % . 
(34) sı=3 SPyr a; 


ist und da die Spuren aus 2*/Q alle Elemente von 2 durchlaufen, kann man n so be- 


s n—] i 
stimmen, daß 00, n’” = A (mod P) wird. Dann aber gilt 


n—1 


(35) I" == (1 -1- = „’r") rt” (mod” Pr!) 
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und daher 
I ’ ı . 
= [def ar‘) r" “ | ä 1") r” (mod“ P*}), 


Dies widerspricht aber unserer Annahme über !. Also ist ! unendlich. Damit ist Hilfs- 
satz 6 bewiesen. 

Hilfssatz 7. Alle Einbettungen in A einer reinverzweigten Erweiterung vom Grade n 
von k, deren Hauptordnungen in D enthalten sind, sind vom Typus Kr. 


- Beweis. Außer den Primelementen von Ö gibt es nämlich keine in DO enthaltenen 
Elemente, die einer Eisensteinschen Gleichung vom Grade n genügen; denn genügt 


P; &. T" der Eisensteinschen Gleichung 

(Zar) pr (Zoorr)\( za)" PRRRE® (2 gr) = 0 (0 ER), 

i=0 i=1 "® i=0 i= 
so erkennt man durch Vergleich der Koeffizienten von FT’ und T”, daß &,=0 und &, 
kein Nullteiler ist. 


Hilfssatz 8. Wenn zwei Primelemente I und T’ von D ineinander durch Elemente 
von A transformierbar sind, so sind sie es schon in der Einheitengruppe von 2. 


Beweis. Es sei nämlich (2 & r")T=T' Z2&7'*” mit & +0; dann gilt auch 
i=0 - i- — 


5 & I‘) T’=f Zur, wo das Anfangsglied &, 1° den Grad O0 hat. Es sei noch 


i=0 


Ta (mod” ®). Es wird sen & (mod p). Ausführlicher geschrieben: 


Ex a * fa Ex 3 * Ex ns sk ES. 
(Het Fat + Eon, Cu.) = (nt + 5, rt ” n,&0 e.,)> 
N; Na 
wenn &, = 5 0, = en re. Da» kein Nullteiler ist, sind alle 7* von Null ver- 
i= — 


schieden, also müssen auch alle &, + 0 sein. Das besagt aber gerade, daß £, kein Null- 


teiler ist, d.h. B7} I" ist eine Einheit von O. 


i=0 


K sei nun irgendein reinverzweigter maximaler Teilkörper von A. Sei OÖ eine 
Maximalordnung von A, die die Hauptordnung von Ä enthält. @ sei das Primideal von O 
und TT eine Primelement von ÄK. Es gibt bekanntlich Matrixeinheiten c;; von A derart, daß 


O= = 00, gilt 2). Q,Q15...,Q,, seien wieder die Linksideale von O/p die durch 
1,7 3 


I (mod p), TT (mod p),....., TI” (mod 9) erzeugt sind. Wir haben gesehen, daß Q,, = 0 
ist und daß jedes Ideal der Folge Q,, Q,, - - -, Q,, eine echte Teilmenge des vorangehenden 


ist. Es gibt daher Matrixeinheiten c;, von O/p so, daß 
Na -$ N - 
0 O9 ZONEN. Op = Z (Op) 85 


wird 18). Die Restklassen un % der ursprünglichen Matrixeinheiten c;; nennen wir c;,. 


Der Übergang von den c,; zu den c5 geschieht durch Transformation mit einer regu- 
lären Matrix e aus O/p. Das Element e aus O sei ein Repräsentant von e. Dann ist e eine 


1 Mn . . Pan, | _— eh BE 
Einheit von O0. Wiır setzen ne are: und O*=e0e Es sall= 4,6, mit 
ij 


a, ce 0*. Da TT das Ideal Q, erzeugt, ist c#TT (mod 9) ein Element von Q,, also 


N =0 (mod (p, 20% ). Da weiter c*, (mod p) in Q, =OTT (mod p) liegt, wird 


2») Vol. Deuring, Algebren, S. 100. 
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1 = 0 (mod (p, 00%) usw. Schließlich ist TO (mod p). Daraus folgt 


a; = 0 (mod p) für 7 <ı + 1 und daher TTe D©*, wobei DO* = e=1dDe ıst. Folglich hat 
K die Form Kr». 

Wir haben also gezeigt, daß jeder maximale reinverzweigte Erweiterungskörper 
von k, dessen Hauptordnung in OÖ enthalten ist, durch eine Einheit von © ın ein Ä7 trans- 
formierbar ist. Da alle zueinander isomorphen Är durch Einheiten von OÖ ineinander 
transformierbar sind, sind alle maximalen reinverzweigten und einander isomorphen 
Teilkörper X, deren Hauptordnungen in O enthalten sind, durch Einheiten von © inein- 
ander transformierbar. 

Die Hauptordnung h von Ä ist in genau einer Ordnung Ö enthalten. Daß nämlich 
h überhaupt in einer Ordnung DÖ enthalten ist, folgt daraus, daß A für gewisse Matrizen- 
basen von der Form Ä7r ist. Daß es nur eine einzige derartige Ordnung gibt, erkennt man 
folgendermaßen: Gäbe es noch eine zweite DO’, so wäre O = e!0’e, e£O. Dann ist h’ = e-!he 
in O enthalten. Nach den Hilfssätzen 7 und 8 kann die Transformation von h in h’ durch 
eine Einheit 7 aus O bewerkstelligt werden: bh’ = !h). Nun transformiert e-! aber 
Din DO’ und h elementweise in sich selbst. Daher ist »7e=! ein Element aus Ä, d. h. eine 
Potenzreihe in T, deren erster Koeffizient kein Nullteiler ist. Ein solches Element trans- 
formiert aber © in sich d.h. O’= 2. 

Es gibt genau n, Maximalordnungen von A, die die Hauptordnung 5 von Ä enthalten, 
und © ist in allen diesen enthalten. Ähnlich wie oben zeigt man nämlich, daß sich zwei 
Maximalordnungen von A, die die Hauptordnung h von Ä enthalten, ineinander durch 
Elemente aus Ä transformieren lassen. Andererseits gehen alle Maximalordnungen 
durch Transformation mit Linksidealen aus einer von ihnen hervor. Die Anzahl der h 
enthaltenden Maximalordnungen ist also gleich der Anzahl der Linksideale, die durch 
Elemente aus A erzeugt werden und die sich nicht nur um einen zweiseitigen Faktor unter- 
scheiden; diese Anzahl ist aber gerade n,. Alle diese Maxıimalordnungen enthalten auch Ö, 
da, wie wir oben sahen, O durch Transformation mit Elementen aus Ä in sich übergeht. 


. 


Schon oben haben wir folgende Tatsache benutzt: Wennz =( & 0,1“) I” die Glei- 
chung eines Primelementes I!’ von SO ist und /” ein zweites Primelernent von O ist, welches 
mit !’ durch "= (1 + n1”) T’ (mod“ ®*') verknüpft ist, so folgt 


© n—l 


4 ; Sa j I+1 
= 1I2 nr +02 7 ir (mod 9%”). 
i=0 "8 0,9 


Sind Z/’ und 7’, zwei Primelemente des Körpers A —= A, mit 
Ff=4 28, ee PN, Ach, 
so gilt nach Satz 1 


2. vi Kk,- K Ko) | nn x yE ko)+1 
= el, +F, (/)T; Er (mod T ). 
1= 





Wir können also 7” so wählen, daß es derselben Gleichung wie 7’, genügt, indem wir ! = f(o) 
n—1 


und o, = y” = Fa (A) (mod p) setzen. Nach Formel (34) läßt sich die letzte Gleichung 


durch passende Wahl von n erfüllen. Auf Grund dieser Feststellung lassen sich die 
Sätze 2, 6, 3, 7 der vorigen Paragraphen folgendermaßen aussprechen: 
Satz 8. Kr sei eine Einbettung von K. 


R . N: i 

I. Ist ein Element &E aus Y R*e, vorgegeben, welches der Bedingung 

i=1 
n—1l _ 


IT e’ = oe" (mod p) (oeR) 


j=0 
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I ind 


.. . . yo r . ’ . 
genügt, so gibt es eine andere Einbettung Kr- von K derart, daß zwischen I’ und I’ die Be- 
ziehung 


T=E£T’ (mod” ®) 


besteht. 
II. /st eine Zahl l und ein Element n vorgegeben, das die Bedingungen 
n— . /k 
on" = FAR) (mod p) für 1=f*"(w) 
2 (» ganz, AER) 
00,8 = 0 (mod p) für 1 + /""(w) 


erfüllt, so gibt es wieder eine Einbettung Kr von K, bei der zwischen T und I” die Kongruenz 
T=(1 + n!”")T’ (mod“ PB) 


besteht. Insbesondere sind alle Körper K„ mit T=T’ (mod“ P“«*') zu K isomorph. 
Wenn ÄK galoissch ist, gilt umgekehrt 
Satz 9. Wenn Kr und Kr (IT, IT’ Primelemente von D) zwei Einbettungen eines 
galoisschen Körpers K ın A sind, so ist 


entweder T=E£T’ (mod” ®) mit Ti f’ = 0" (mod p) (oe R) 
Ä 2° 
oder T=(+ „Tr (mod“ P*') 
mit 'E n" =(0 (mod p) für I + fo) 
2 4 ie ü e (» ganz, AE R). 
und n-S, Mn Fu (A) (mod p) für I=f(o) 


Es sei nun fl eine reinverzweigte Erweiterung von k von einem Grade M, der in n 
aufgeht; wir setzen n—= MM. 
Satz 10. Ar enthalte einen zu $ isomorphen Teilkörper. 


I. /st ein Element & mit 
IE =o" (mod p) (ee) 


gegeben, so gibt es einen Körper Kr-, der ebenfalls einen zu 8 isomorphen Teilkörper enthält 


derart, daß 
T=£T’ (mod” $) 


eılt. 
Il. /st eine Zahl l und ein Element N vorgegeben, welches der Bedingung 
37-0 (mod p) für 14 Me r 
j=0" N 


li u ” ’ (m ganz, JE R) 
EI) = F, (4) (mod p) für I= a(n) 


j=0 az 
M 


genügt, so gibt es einen Körper Kr- mit einem zu $ isomorphen Teilkörper, so daß zwischen 
!' und T”’ die Relation 


T=(1 + „T”")T’ (mod”“ P%') 


nk “ . 
besteht. Insbesondere enthalten alle durch IT’—=T (mod“ PP" “zud+!) erzeugten 
Körper Kr zu $ isomorphe Teilkörper. 





A | 


u bu) m 
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Satz 11. Wenn Kr und Kr. zu $ isomorphe Teilkörper enthalten und wenn Kr 
galoissch ist, so ıst 


n—1 


entweder T=E£T’ (mod” ®%) mit IT &" — 9" (mod p) (oe R) 
oder T=(1 + „T”)T’ (mod”“ $*) 
"zn .. Ä sr ” 
mit P> MM () (mod p) für + M | ) 
us M s 
(m ganz, AE R). 
n—1 ri ak £ $t/k 107] 
und 9, n =F, ()) (mod p) für l= Mj y 
= 
S 5. 
Wir wollen zunächst zeigen, daß die Ausdrücke f(v,) + n bis auf einen Faktor 
von der Form en (z ein einfacher Charakter der Galoisgruppe G von Ä/k) die Expo- 


nenten der in der Einleitung erwähnten Artinschen Führer von Ä sind. 

In der Tat: Man kann diese Exponenten in der Form 
ug Loop" 2) — Vd + or) +] 
0 


schreiben. V,, sei die letzte Verzweigungsgruppe, die in z nicht identisch dargestellt 


0) 


ist. z ist also ein einfacher Charakter der Gruppe G/V und es gilt y(V,,) = p”iz(1) 


+1? 
für i > l. y sei eine in y enthaltene, von der Einheitsdarstellung verschiedene, irreduzible 
Darstellung von V,/Va),, Es sei M der y entsprechende Darstellungsmodul. Der 


Modul ZT, wo T ein Repräsentantensystem von G/V,, in G durchläuft, erzeugt eine 


Darstellung D von G/V ZTM ist als Darstellungsmodul für V,/V.,., die Summe 


+1 
von irreduziblen Moduln TM, welche Darstellungen von V,/V,,., erzeugen, die in G 
konjugiert sind. D enthält also keine identische Teildarstellung von V,,'V,,,, und daher 
auch keine von V,,?!). Da offenbar y eine Teildarstellung von D ist, enthält auch y keine 
Einheitsdarstellung von V,. Hieraus folgt y(W,) = 0 und folglich y(V.) = 0 fürı SI. 
Der betreffende Exponent ist also 

U) [op +up + a —v)p’+ + m —n)p"] = 2) 


n N 
nach (24). 

Wir wollen nun zeigen, daß diese Exponenten ganz sind. Dazu genügt es, wie in der 
Einleitung bemerkt wurde, zu zeigen, daß sie für abelsche oder auch nur für zyklische 
Erweiterungen von k ganz sind. 

Kr bezeichne zugleich auch die multiplikative Gruppe von Ar= KA, und ® sei ihr 
Normalisator in A. Die Faktorgruppe N/A ist offenbar isomorph zur Galoisgruppe von 
Kr. Es bezeichne N, die Norm von A nach k. Die Klassen von W/Ä7r und infolgedessen 
die von N 4#W/N ax Kr haben offenbar Repräsentanten, die Einheiten von O bzw. von k 
sind. Es soll im folgenden nur von solchen Repräsentanten geredet werden. 


Satz 12. K sei abelsch und Kr mit T=T (mod” ®) eine Einbettung von K in 
A=(P,k*, $), min, =n. 


[/(") nz n] 








2!) A. Kulakoff, Rec. Math. Moseou 36 (1938), S. 129—134. 
Journal für Mathematik. Bd. 181 Heft 1. 5 
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a) Die Gruppe N4xKr ist vom Index n in N 4 «NR, und daher ist 
N aa R/N ax Kr 


zur Galoisgruppe R/Kr von Kr isomorph. 
b) Die Zahlen f(v,) sind alle durch n teilbar. 
60) o, sei ein Element von V,,, welches nicht in V,, enthalten ist, und H,„, sei ein Re- 
präsentant der entsprechenden Klasse von W/Kr. 
A) Naar Kr (mod” rn) enthält genau die Einheiten von der Form 0" (mod” rn), oe R. 
B) N4xH,, (mod r) ist nicht in Nm Kr (mod* „) enthalten. 
e;) Ist ferner o, ein Element von V,, aber nicht von V,,,,, so bezeichne wieder H,, 
einen Repräsentanten der Klasse von W/Kr, die o, entspricht. 


1 
Kw 


A) Na Kr (mod” za - enthält alle Elemente von der Form 


1 1 1 
Ko) Ko)+l, . k — No)+1 r 
Ist 1 + En" (mod n* ) in N4x Kr (mod” a" ) enthalten, so zerfällt das Poly- 


nom F.(x) — & (mod p) in einer reininseparablen Erweiterung von 22). Dies gilt für 


. MK»)+1 


1 
1 + F,(A)a*"” (mod ar 


alle ganzzahligen w, für welche flo) ganz ist. (Nach S.12 läßt sich jede ganze 
Zahl als - f{w) mit ganzzahligem w darstellen.) ”) 
B) u = : (vi) ist die größte Zahl derart, daß H,, so gewählt werden kann, daß 


NH, =1+ L.,7 (mod +1) (mit Z,, # 0) 


gilt. 
Ehe wir auf den Beweis dieses Satzes eingehen, wollen wir folgende Hilfssätze 
vorausschicken. 


Hilfssatz 9. /st £ g, T' eine Einheit aus der Ordnung O der Algebra A (also &, kein 

Nullteiler), so gılt 

NulZEr)= M & (mod a) 

RE E 
und aus 
Zum u 1 4 cr” (mod m 
folgt 

@ | n—1l .; 
N 4 (2 Si r) —=4 — = (mod nt) . 


Hierbei ist wie früher [” = zn. 


22) Das Zerfallen von F&/*(x) — & (mod p) ist hier gleichbedeutend mit der Auflösung von FEIKz) —e=0 
(mod p); denn man erhält alle Wurzeln (mod p) dieser Kongruenz aus einer von ihnen durch Addition aller Wurzeln 
von FEIK x) = (0 (mod p), die übrigens alle in 2 enthalten sind. Vgl. Satz 5. 


Wir vermuten außerdem, daß der Zerfällungskörper von F&Ikz) — £(modp) 2 selbst ist. 
23) Diese Aussage ist für Zahlkörper bei Hasse, Normenresttheorie der galoisschen Körper, Journal Fae. Sci. 
Tokyo 2 (1934), S. 477—494, bewiesen. 
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Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall n, = 1 der Matrixalgebra. Setzen wir 


53 Ef = 2, (1 + B> 1), so können wir 
i—=0-* i=1—! 
N an (Zen) =! Nano N al! r zn A 
schreiben. Da £, eine Diagonalmatrix ” erkennt man leicht, daß N x &, in folgender 


Form geschrieben werden kann: 


n—1 rj 
N A/kSo = 115 . 


00 


Um weiter die Norm von 1 + = ,[° zu berechnen, werden wir diese Matrix durch 
i=1— 


eine Diagonalmatrix ersetzen, die die gleiche Determinante hat. Zunächst rechnet man 
leicht nach, daß die Matrizen der Form 


1 + £ef’ (£EEeR) 


mit n + ! die Determinante 1 haben. Andererseits hat man 
N (1 + &ef) =1 + (2 &,)F (mod Pt), 


Da man Lebe, beliebig wählen kann, läßt sich erreichen, daß 1 + = n; F' durch Multipli- 


kation mit einem passend gewählten konvergenten unendlichen Produkt 


TI + 8,6,N) 


I=s i=1 
n+i 
der Determinante 1 in eine Diagonalmatrix 
1+ 2:7" 


Br 


übergeht. Hierbei ist » der erste nicht durch n teilbare Index eines von Null verschiedenen 


Gliedes von 1+ > n, T. Dann wird 


i=1 —! 


N.( + Z N r‘) co Na r B> %; 


j=1 
n & n 
zu N y' - j - Sun TS’ + p - R) 
N l+ Fr (2, Fa Da; Bl ed 7 € 


Ist insbesondere 


1+ Zn, "=1+LfT” (mod P"t'), 


i=1—! 


so hat man 


t+ ZU," =1 +20" (mod Pet), 


je1- 


woraus man leicht 
Ni + 3 ,P)=1+ Pia ! (mod a'*') 


schließt. Somit ist unser Hilfssatz für den Fall n, = 1 bewiesen. Für n, #1 denken 
wir uns k zu k* erweitert. Dann werden die £, Diagonalmatrizen vom Grade n über k*, 
und F wird ein Primelement der entsprechenden Ordnung DO der so entstandenen Matrix- 
algebra, in der unser Hilfssatz bewiesen ist. Hieraus folgt die Richtigkeit unserer Be- 
hauptung für A mit n, #1. 


hr 
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Es sei Ä eine galoissche Erweiterung eines Körpers k. Die Elemente der Galois- 
gruppe @ bezeichnen wir mit ©, T,... . Wir betrachten das verschränkte Produkt 
A = (u, Ä/k, c) von Ä/k mit seiner Galoisgruppe. g sei ein Normalteiler von G mit den 
Elementen $,t,... und $# der zu g gehörige Unterkörper von Ä. Wsei das in X ent- 
haltene verschränkte Produkt von Ä/$ mit g. Die Elemente von G/g bezeichnen wir 
mit o, r,..., und ein Repräsentantensystem dieser Klassen sei R,, R,,... . Dann gilt 
NR, = Norlo,r Mit C5r€Q. Weiter wird 

uUg,ug, ie ÜR,R, ORHR, Bun ÜR ro, RER, 
—] 
= UN Ur Rank, RR, TUR. lot, 
wobei C,, ein Element aus W ist. 

Hilfssatz 10. Die Algebra {ay®'* ist ähnlich zu der Matrixalgebra vom Grade 

[A.: 8] über dem verschränkten Produkt (v, &/k, NauyaC) = B. 


Beweis. Die Algebra {x}'*'* ist bekanntlich ähnlich dem verschränkten Produkt 
(u, A/k, Nxac). Hierbei wird offenbar das Teilfaktorsystem N\xj,acs,ı zu 1 assozitert. 
Wir betrachten die Matrixalgebra M vom Grade [X:k] über k und fassen sie als ver- 
schränktes Produkt von Ä/k mit dem Faktorensystem 1 auf: M = (u*, K/k, 1). Dann 


» * %* x . 
wird uguz = ugz und speziell 


Be. ır 
77 ÜR gr’ 


(36) ug ug, = ug, eo, 
Andererseits können wir M auch auflassen als Matrixalgebra M vom Grade [A : &] über 


. a / r . . * * . 
dem verschränkten Produkt (v*, &/k,1). Nun transformieren die Un, Un... und die 
entsprechenden ı*, v*,... den Körper 8,k in derselben Weise in sich. Daher unter- 


. ’ x* x * * r R R 
scheiden sich ug, und v, bzw. ug, und v,,... nur um Faktoren, die Matrizen mit Ele- 


menten aus & sind; d.h. ug, = uM,, um, = v*M,,.... Aus (36) folgt dann 
MN, = Mai. 
wobei Uc,, auch eine Matrix mit Elementen aus $ ist. Daraus ergibt sich weiter 
M;,M, = Ma iR 


Die Matrixalgebra 8* vom Grade [ Ä : 8] über B = (v, &/k, Na;aC) können wir folgender- 
maßen konstruieren: (u*, K/8,1)= 8 sei die Matrixalgebra vom Grade [K : 8] über 8; 
dann wird 
Br = Bı, — By, + 4 
wobei 
® 7 PB, „vi, = Vor Na aa 
® läßt sich auch darstellen als das verschränkte Produkt B = (@, K/f, Nxjac), wobei 
en  . . . .. . 
uU; = us Na gus Ist. Es gilt nämlich 
(us Naygus) (ur Nayaıı) = us ur Nayalisun 
= (u Naug Ugt) Nyaıa Cat; 
woraus folgt 


(37) Uzur = U Nyaa Ca,t- 


»#*) Es ist B< M = (u*, K/k,1). 


4 








Arf, Untersuchungen über reinverzweigte Erweiterungen diskret bewerteter perfekter Körper. 37 


Setzen wir noch ug, =, M., so wird a5, Bug, = ug, "BR, und 
(38) ug,ug, =1, M, U, M, = vV,t, M,; M, = Un N N M,; M, 


r 27 = — BE ‚ . 
= Va Naar Mate, , = un,luc,,) (Nwru, ,)(Nwa on ,.c,,) (Nun on,.s,) 


R or: o,rT 


_ a . BR. . 
— Ug „!% Na pe: Na CAR, 


Die Formeln (37) und (38) besagen aber, daß die Algebra ®* mit dem verschränkten 
Produkt (u, Ä/k, Ny,gc) übereinstimmt, womit Hilfssatz 10 bewiesen ist. 

Beweis von Satz 12. I. n=p, ır, = r. 

a) Kr ist zyklisch. N 448 ist in N Kr nicht enthalten, denn sonst wäre A keine 
Divisionsalgebra. 

b) Die Behauptung ist trivial. 

e) Es seı e 4T" (&e R) eine Einheit von Ar. Nach der Feststellung vor Satz 8 
gibt es ein Primelement I’ von DO, welches derselben Gleichung wie das Primelement 


- ZuT)T genügt und folgende Bedingungen erfüllt: 
für 5 =1 (mod p) ist "=ET (mod” %) mit 11 "= (mod p), 


für 3 =1 (mod p) ist 7’ = (1 + „T””)T' (mod pr Pr 


n—1 


mit 0, z, „” = F,(}) =0 (mod p) für passende » und ). 
wi ir kin noch ausdrücklich hervor, daß man bei vorgegebenen Werten von » und i 
eine Einheit Zur I" so wählen kann, daß dabei diese Werte in der zweiten Bedingung 
auftreten. 
ec) Es ist 
Narl’ k 
Nur x 0‘) = Vf Nattarı ) 
Hieraus folgt nach Hilfssatz 9 
= n—1l .; 
Nar(: I") = dA ee =/%, (mod?) 
c) Es gilt für , = (mod p) 
Narl' No) He 
Naar = Nuall + nT"” +. .)= Naall + Pf" +... .). 


It » sv, so wird f(®) durch p teilbar, und daher ist nach Hilfssatz 9 


1 1 


Nın SM) =1 + Fi)" (mod ı* N 
i= Ye 


Damit ist in diesem Falle Teil A) unserer Behauptung bewiesen. Ist aber ©» > r, so besagt 
Teil A) en Behauptung cı), daß N\,.;Är alle Elemente von X% enthält, die kongruent 


- Hr)+1 
I mod x sind. Um dies zu zeigen, wählen wir & so, daß /(») durch p teilbar wird. 


Dann man die im Falle » S r angestellten Ü berlegungen wiederholen: beachtet 
man noch, daß jetzt F„(x) linear ist, so folgt unsere Behauptung. 


B) Da H, (mod ®) mit T (mod“ %) vertauschbar ist. gilt H, =. (mod %) mit 


ö u A Be ’ 
se R. Weil nun auch — ein Repräsentant von H,Kr ist, können wir von vornherein 


x 
» 
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; = 1 annehmen. Dann ist aber NH, =1 (mod r). Nun sei 7, unter allen Repräsen- 
tanten von H,Kr so gewählt, daß NH, =1 + &or# (mod r”+!) mit einem möglichst 
großen Exponenten z gilt. Man erkennt zunächst, daß u < f(v) ist. Denn wäre u > flv), 
so wäre Na, nach A) eine Norm aus Är. Andererseits kann auch nicht «v < f(v) 
sein. Wir werden nämlich zeigen, daß für u < f(v) notwendig Z, die Form 
Co = Fu(}) = yA® (mod p) 

mit Ae AR haben muß, so daß nach A) der Exponent „ nicht maximal wäre. 

Wir erweitern k zu dem Zerfällungskörper k* von A und bezeichnen mit X7 das 
Kompositum von Är und k* Dann wird N4., die Norm eines Elementes aus Kr, 
und nach A) ist {, von der Form £, = yA*” (mod p) mit A*e R*. Wäre A* nicht schon 


in A enthalten, so wäre die inseparable Gleichung y4A’ = {, (mod p) erst in 2* lösbar, 
was mit der Annahme in Widerspruch steht, daß 2*/2 reinseparabel sei. 


II. n= p". Es sei V,(V,2V,,) eine Untergruppe vom Index p von V,, und k 
der zugehörige Unterkörper von Kr mit © als Primelement. Wir nehmen an, daß unser 
Satz für n = p" < p"” schon bewiesen sei. 

Die Elemente der V,, entsprechenden Untergruppe N von N erzeugen in A 
die Divisionsalgebra A vom Grade pr! über k25). uw, sei ein nicht in W enthaltenes Ele- 
ment von®. u, = u liegt in, und es gilt N = ZuN. U sei das durch vJ"'kr, = k” mit 


m—1 


» = Najku definierte verschränkte Produkt. Die Matrixalgebra vom Grade p über 


% ist nach Hilfssatz 10 zu a" ähnlich. A ist daher eine Divisionsalgebra *®). 
Ist U ein Element aus N, so gilt offenbar Nu, Un = = (N;; U)’. Daraus folgt, 
daß (Na "= (N, ist und daß die Faktorgruppe nach N,;K, der durch 


IN, Ro, = (N; 


Alk 
isomorph jet, 


a) Nach I. a) ist N 
Daraus folgt, daß N, „(N 4; 


N .„.v = =N, = N ner Na NR) = zur NR 


U/k o A/k 


Ar) 


N), vo’ = N,;u definierten Erweiterung n von Nat zu WK, 


Ajk Ajk 


lo In Nynk also erst recht in NN) nicht enthalten. 


N) vom Index p in Nat ist. Da aber 


U 


und folglich 
N  aR 


Nyat= A/k 
ist, genügt es zum Beweise der Behauptung a), zu zeigen, daß Na NR Nau Na: K,) 
dıe Ordnung p”-! hat. 


Wir haben also zu zeigen, daß NW Nz5K r durch Normbildung von U nach k, 


d.h. von k nach k isomorph abgebildet wird. Dazu genügt es zu zeigen, daß es kein 


Element z von k derart gibt, daß z°-! in N: aber nicht in N ,;Ä„ enthalten ist. 


Denn die Elemente von NR die durch Normbildung von k nach k auf 1 abgebildet 


25) Die Algebra A ist von dem in $4 eingeführten Typus. Es sei nämlich k** derjenige Unterkörper von k*, 


der zu der von SP""" erzeugten zyklischen Gruppe gehört. Die Teilalgebra von A, die k** als Zentrum hat, besteht 


aus Potenzreihen in "air mit Koeffizienten aus R*. Diese Algebra enthält, wie wir oben gesehen haben, einen zum 
Körperkompositum von k und k** isomorphen maximalen Teilkörper. Folglich enthält auch A einen diesem letzten 


isomorphen maximalen Teilkörper, der eine zyklische unverzweigte Erweiterung von k& ist. 
*) Hieraus folgt zugleich, daß diese Divisionsalgebra wieder von dem in $4 eingeführten Typus ist. 





vo 


un 


vo 
wi 


Al; 


nun, 
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sind, haben die Form z°-! (Satz von Hilbert). Die Annahme, daß ein Element der Form 


z-ı von N;;®% nicht in N; Kr enthalten wäre, wird uns nun aber zu einem Wider- 


Ak 
spruch führen. Da N;:Kr im Sinne der Bewertung Elemente aller Ordnungen ent- 
hält, können wir voraussetzen, daß z eine Einheit ist. Wir erweitern unseren Grundkörper k 
zut= 0 ,(r)?). Die Algebra A,, die aus A durch diese Erweiterung entsteht, ist offenbar 


wieder eine Divisionsalgebra. Folglich ıst z°-! nach unserer Induktionsannahme ®#) 


auch nicht in N-;$ enthalten ($ bzw. f sind die Körperkomposita von A bzw. k mit f). 


at 
Der Widerspruch ergibt sich, indem wir zeigen, daß ım Gegensatz zu der letzten Aussage 


alle Elemente z°-! von £ in N „zs enthalten sind. Es sei St, —f X, <= 
eine Folge von Körpern, wobei $;;1/8; zyklisch vom Grade p ist. TT,,TT,,..., TI, seien 
in dieser Reihenfolge Primelemente von $,, 85, .. ., tm, die den nassen 

MT; = T;ı (mod“ Tl;;ı), (=1,23,..,m—1) 
genügen. Es sei gt, der letzte Körper dieser Folge, so daß z in N, a, enthalten ist. Es 
gibt also ein in N, 8,,, nicht enthaltenes Element z, von 8, derart, daB N „2, =2 

Krk i i Kt; ft” 

wird. Ist v die I EN von S;+1/8;, so gilt nach I, e) 

ze (1 + LTE)Ng,, fir, CcN, 


p 


wobei £ nicht von der Form &£ = Fi+t!""i(}) (mod p) mit ZEN ıst. Die Kongruenz 
= Fit /%i (2) (mod p) definiert eine zyklische und unverzweigte Erweiterung — Q (z) 
vom Grade p von f, denn F*i+*i(7) (mod p) zerfällt in A (vgl. Satz 5), und man erhält 
alle Wurzeln Z,,&,,.. .,£,_, (mod p) von F}+!"i(2) = £ (mod p) aus einer von ihnen 
durch Addition aller Wurzeln 0, A,, 224, .,(p— 1) A, (mod p) von Fy +!" r) = O (mod p). 


s sei der durch && = £, + 4, (mod p) definierte Automorphismus von F’/f und auch von 
KR (U, RB, -, NR sind bzw. die Körperkomposita von St, 82,..., N mit f}). 
Die Divisionsalgebra (TT;, 87/&;,s) enthält $;;,ı als maximalen Teilkörper, so daß man 
diese Algebra auch als verschränktes Produkt (a, $;+1/8%;,$) auffassen kann. Nach I. e) 
kann hierbei a=14 + £’T1 (mod Ti‘) derart gewählt werden, daß die Kongruenz 
Faitıl%i(2) = £’ (mod p) den Körper f’ definiert. Z, (mod p) sei eine Wurzel dieser Kon- 
gruenz, und es sei & = & + j’ A, (mod p). Setzen wir jj’ = 1 (mod p), so gilt die Be- 
ziehung (j£0) = ji + A}, (mod p). Daraus folgt, daß die Wurzeln 

36 — Io, Jöi — Lu - - . (mod p) 
von Ffit%i(z) — JE —£ (mod p) in f enthalten sind. Es gilt also 

EN, fir 

und folglich 

(T, Ri/Ri,s) = (fi, Kirı/ Ri, $). 

A’ sei nun eine den Körper A’ enthaltende zyklische Erweiterung vom Grade pr-i 
von 8,2). S sei ein Automorphismus von $4’/8®;, der auf #’/8; dieselbe Wirkung hat 
wie s (8 bzw. F’ sind die Körperkomposita von 8, bzw. t’ mitt ! = G,..(2)). Die 
Algebra X; = (TI;, 84’/8;, S) enthält, wie in $4 gezeigt wurde, den Körper $ als maxi- 





wm) Für die Bedeutung von Q&, vgl. S.17, Fußnote 11. 


22) Es handelt sich um die Annahme, daß Satz 12 für n = pr < pm schon bewiesen ist. 
”) Für die Existenz solcher Körper vgl. E. Witt, Konstruktion von Körpern zu vorgegebener Gruppe der Ord- 
nung p’, Crelles Journal 174 (1936), S. 237—245 
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malen Teilkörper, so daß 


A: = (ce, K/R,) 


gilt. Die Algebra {(TT;, 87’ /8,, al ist offenbar einer Matrixalgebra über (TT;, &’/&;, s) 
ähnlich. Demnach gilt nach Hilfssatz 10 
N U; € N. 


Alf; ir, 


i+1 Ri 
wobei 3 einen Automorphismus von $/8; bezeichnet, der auf $;41/8; die bisherige 


a 2 ’ 
Wirkung hat. z;;1 sei ein Element aus $;;,, mit der Norm N - u bezug auf $.. 
Al; Fi] 


Es wird also 
Zus (Ng,, um 2) (N zn, U) - 


o—1 


Da nun T7=TN; (mod” TI;) ist, gibt es ein Element a von 8%’ so, daß Nis;a= TI: 
wird. Die Substitutionen TI, —>TI;, us> usa definieren dann einen Automorphismus o, 
von X. Durch o, geht 8 in ein 7,877' mit 7T,e X; über. Der Automorphismus 
X:> A? —= T5' x? T, führt dann den Körper ® in sich über, so daß 

us; = usb; : b; ef 


gilt. Hieraus folgt, daß 


/ i o—l __ j 
(Ns, u,) un I Kr; bi 


ist, so daß 
„„o—1l — _” o—1l nr r ! 
N 3 nn (N g, 82H) N gaba- 
Man zeigt wie oben, daß 
s w ' a, 
(Na,.,82+1)” = (Na;,ot2i+2)” Nab, be 
7 - un a, Mr 
(Na; j2it2i+2)” u (Na; ;git2i+3)" Nyapb', ER 


woraus man schließlich 
z°-1 € No 
folgert. Somit ist der Beweis von II. a) beendet. 
b) Es sei V,, die letzte Verzweigungsgruppe von ÄK und Ä, der zugehörige Unter- 

körper. Man sieht leicht, daß für © <w, 

ro) = p"to 
ist. Daraus folgt nach (20) 

Pe) = 0 < 1. 


Da aber nach unserer Induktionsannahme die — eo) (=1,2,...,9—1) alle 
4 


ganz sind, sind auch die 


1 
p" fu) - pr—mg "et (o.) (= 1, 2, 0 1) 
Ejk 


alle ganz. Es bleibt also zu zeigen, daß auch - (v,) ganz ist. Nach unserer Annahme 


ist Bu: fo) die größte Zahl « derart, daß es einen Repräsentanten der Klasse Ni, Kr 





In 
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von der Form 1 —+ Lo T* (mod ©**') gibt. Ferner enthält N4zKr alle Elemente 


. - yK , 


E=1 (mod &”- 


T I kr[ 1 ,ä 
von k. Wäre nun P— Fe) = fl — 


gu—1 \ zz u 


(t,)] nicht durch p teilbar, so hätte 


1 


im ke) 
Nrr 1 En Fi 


1 ik, B kk.yrı L 
nach Hilfssatz 9 die Form (1 — Z,7? — EnP + ...), wobei f"*(») größer 
> 1 ,Kk £ Zuaiı 
als f* EM f )) und durch p teilbar ıst. Da nun » größer als die Verzweigungszahl 
pu— | gung 


i 1 ı/k 
1 ‚Ki gk 


ud » o iv) * D * 
v,) von k ıst, wird 1 — £&,7? — +++, wie wir ın I. e) gesehen haben, 
. x . v+] . . 
die Norm eines Elementes von der Form (1 — 7, — — +++) aus k. Nun ist 


l xı DB 
(1+ 18 —+:--) wegen > zmii fr) ın NazÄr enthalten, so daß \,ı H.Kı 


in N4sÄr enthalten sein würde. Das widerspricht aber der schon bewiesenen Be- 


:K 


3 
hauptung II. a) Also ıst zm j"*(1,) ganz. 


@s) A) Wir hatten schon angenommen, daß N;; Ar (mod” T) genau die Einheiten 
p”-! (mod €) enthält. Daraus folgt, wie in I. «), daß Nr74(NzıÄr) (mod x) genau 


#7 


die Einheiten 0?” (mod x) enthält. 


_ — ‚E ku)+1 
e) A) Da \,;A, (nd Tr! ) alle Elemente 
r ku) 1 ‚Eikay+ı 
+ Erg” aiad a ) 
He 1 S Az | 
mit € R enthält, folgt aus I.e) daß, wenn F = j& *(w) ganz ist, 
= M— y- = 
p 
1 Kikay+ı\ I Eike / 1 Kikay)sı\ 
N:4(N:;K,) (mod’ ap” ) alle 1 + FR*( 3) ze” \mod ?” / enthält. 
Hierbei ist nach (21) 
Kik, kik Kik zu 
Fu (r) = 1 Kan (F (2)) (mod p). 
mi! (w) 
Umgekehrt sei 
Eko) [ „a ka+) 
1 + EaP” \mod a?" J 


2 n ( . „A RE 

in Na; Är \mod”“ ar” enthalten. Dann wird 
1 

Kiku) 


> yE/ka)+1 
1 + En?” 


E np” 


1 .Kık 
. + un f (w)+1 . . . . 
auch in Ngr Band” ar" ) enthalten sein. Hier haben 8, Ar, f, f dieselben Be- 


deutungen wie ın II. a) Es sei : ein Element aus N..K, derart. daß 


1 


( Kk 
fi 7 um — S g” Fe EN .) 
N ia? 1+!n | 
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wird. Es gibt nach I. e) ein Element 2’ = 1 + n&° + 7,&°%+1 +... von f mit 
4 = Fan 
ifo), Film) =& (mod p), 


ige pri 


” 


2 ea 2. 
so daß A a = 1 ıst. Danun N— = 1 ist, muß, wie wir in II.a) gesehen haben, — in 
| z y4 


u 


N. enthalten sein, d.h. n hat die Form 7 — FEIk 3) (mod p) mit Ae A. Daraus 
folgt, wegen (21), daß auch & = FÄ*(i) (mod p) gilt. Somit ist die Behauptung A) für 
n = p” völlig bewiesen. 

B) o; sei in V,, enthalten. Aus der Richtigkeit des Satzes für n — p"-! und aus 
der Tatsache, daß A eine Divisionsalgebra ist, folgt, daß H,, so gewählt werden kann, 


daß 
N;5H, =1 +8" (mod Ct) (ö Fra. u) 
gilt, wobei F**(r) —& (mod p) in A nicht zerfällt. Dann zerfällt 
FE" (2) — F(&) (mod p) 


in A auch nicht ®), so daß nach der Behauptung A) 


\ en 
I Rlkeo,) Pr 


N4akH,=1+ FEC ).zp" ai ap" 

1 

in Mar Kr (mod* zu” nicht enthalten ist. Somit ist die Behauptung B) für 

o;€ V bewiesen. Um nun zu zeigen, daß sie auch für o richtig ist, betrachten wir die 
Beziehung 


Ke 


N am(us Kr) < Nap(vok). 
Hieraus folgt nach I.e), daß die Repräsentanten von Ny4x(u,KÄr) von der Form 
’ a 1 k/k 1 
1 +£ra#" +.» sind, mit u <— 7 WW) =- 
! p 1 p" 


1 
daß man u = f*(v,) wählen kann. 


m 


f*'*(»,). Man zeigt nun genau wie in I.e), 


Ill. n = e,p”. In dem Falle n = e,, wo es sich um eine zyklische Erweiterung 
vom Grade e, handelt, ist der Satz trivial. 

Im Falle m # 0 bezeichne k den zu V,, gehörigen Unterkörper von K. Der Satz 
ist schon für die Erweiterungen Ä/k, k/k bewiesen, und man geht genau wie in II. von 
K/k zu K/k über. 

Bemerkung 1. Da die o, bzw. o; entsprechenden Klassen von N 4aW/N 4x Kr Reprä- 


1 
Ko)+t) 
n 


1 
— (3) 
sentanten von der Form &£ (mod z) bzw. 1 + £n" np haben, die 


- Keo+1) 
n 


nicht in N4x»Är (mod” r) bzw. N4rKr (med 11, enthalten sind, und da 


1 
14 d x r r ».« 2 se,)+1 a 
Narr Kr (mod” x) bzw. N4r Kr (mod* an ) alle Elemente von der Form 
1 


1 
HKr;) Ke;+1) 
&® (mod a) bzw. 14 FRE an nr ar" ) 


30) Denn es ist nach (21) 


FE (2) — FENG) = FE FENG) —L) (mod p) 


und daher Pu*(a) pkik (Z) (mod p) durch FRI 7) — £ (mod p) teilbar. 


u 





} 
: 

s X 
ei 
= 

E7 
Be 
Be 

2 
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enthalten, hat die multiplikative Gruppe 2/2" bzw. die additive Gruppe Q/F,,(2) mindestens 


die Ordnung e, bzw. pP "+1, 

Bemerkung 2. Man kann folgenden Satz aus der Klassenkörpertheorie als Spezialfall 
des Satzes 12 ansehen: 

Ist 2 endlich, so ist NgaK vom Index n in k, und die Gruppe k/NgaK ist zur 
Galoisgruppe von K/k isomorph. 

Denn in diesem Falle folgt aus der Tatsache, daß a" —1=0 bzw. F,(x)=0 (mod p) 


genau e, bzw. p"'”"i+! verschiedene Wurzeln in 2 haben, daß 2/2" bzw. 2/F,(2) von 


. L 
den Ordnungen e, bzw. p""'+! sind. D.h. N4«R (mod 7) er. N ae N RE zen ve 


enthalten: alle Elemente & (mod rz) bzw. 1 + {rn BB ee »+1) 


Nun = k wird. 
Folgerung 1. K sei nunmehr galoissch, aber nicht mehr notwendig abelsch. Der 
zu V,, gehörige Unterkörper von Ä ist zyklisch vom Grade e,. Nach Bemerkung 1 ist 


also 2” oder auch 2" mindestens vom Index e, in 2, so wie es bei abelschen Körpern der 


Fall ist. 
8 sei ferner der zu einer Untergruppe g der Galoisgruppe G von Ä/k gehörige Unter- 


‚&,CeR, so daß 


körper und o;, = : f* (2) sei eine Knickstelle von f' ko). Wir behaupten, daß F} (2) 


mindestens vom Index p""i+1 in@ist. Hier ist p” wie auf S.23 dieOrdnung vongrV, 


Beweis. K; bzw. K; seien die zug V.„ bzw. (gr V,., Vr;,,) gehörigen Unterkärper 
von K. Es gılt nach Formel (21) 


Fo) = _ FE(RE ;/R (2)) 


i Fos 
und 
SE 


2)) < Fr (0). 
Die Erweiterung K;/f ist galoissch mit der Gruppe g/(g r V,,), und die Knickstellen 


Fu*(0) = FF, 


von f*'*(@») sind von der Form - &u)= vmitt=1,2,...,i—1. Folglich ist F u: r) 


linear und daher FEI(Q)—Q. Wir haben also FaN*(Q) = Fan (2). Da nun 

F,' (2) < FRÜ*(Q) ist, genügt es zu zeigen, daß Fa*(Q) mindestens vom Index 

primi+1 in Q ıst. Ä; sei der zu V’„, gehörige Unterkörper von X. Es gilt wieder nach (21) 

FEI*(Q) — FA (FEIK( 2)). 

Die Verzweigungszahlen von Ä;/k sind offenbar vı,®»,...,%;_1. Daher ist Fa‘ *(x) 

linear. QYFE*(Q) = Fa OF (Q) ist dann also isomorph zu A/FEQ). Da aber 
Kilk; abelsch ist, muß nach Bemerkung 1 die Ordnung von Q/FeN* ‘(Q) mindestens 

p"i"i+1 sein, woraus unsere Behauptung folgt. 


Folgerung 2. $ habe dieselbe Bedeutung wie in Folgerung 1, und Ar sei eine Ein- 
bettung von K in A=(P, k*, Ss), Oo, = *(y) sei die letzte Knickstelle von 


Ro). Satz 11 besagt nun folgendes: Wenn A7- ebenfalls eine zu ® isomorphe 
Erweiterung von k enthält und wenn 


rk RK 
T=(l +7" ee) (mod“ Pen tt) 


6* 











e 
# 


44 Arf, Untersuchungen über reinverzweigte Erweiterungen diskret bewerteter perfekter Körper. 


ist, so ıst 


n—l 


0 7 = Fa, (A) (mod p). 
Nach der vorangehenden Folgerung ist aber Fo, .,@) mindestens vom Index pe 


in 2, sodaß nicht alle XÄr mit I” =T (mod” pt Harn) zu K isomorphe Teilkörper 
. x nk, „ 

enthalten. Nach Satz 10 enthalten aber alle Xr-, mit I” = I’ (mod * ®” " „uptl) zu & 

isomorphe Teilkörper, so daß pe ko, w)+1 der größte Modul von DO derart ist, daß alle X. 


mit /7’=T (mod“ Be Heut) zu 8 isomorphe Teilkörper enthalten. 


Insbesondere sei g die in dem einfachen Charakter x identisch dargestellte Unter- 
gruppe vonG. Wir wählen n, = y(1). p sei das Primideal der Maximalordnung 0 (0 > D) 


von A. Die Zahl nf" *(o,,u,) — f*'*(v1) kann, wie zu Anfang dieses Paragraphen gezeigt 
wurde, ın der Form 


„uyleop” x) — (Vo) +: + (u — %_1) (p”x(1) — xt V,,)) +.» -] a 


geschrieben werden. Es gilt dann offenbar 


B 2. 0, ei ou Br 1 Ban 
nor er gm KU) )+ 1-20) 


’ 


woraus folgt, daß 


1 
= [ep x) XP ,)+ + )—x)+1 


der größte Modul aus O derart ist, daß alle Kr. aus A mit 


1 
leo" ul) Pt 12041) 


T!’=rT (mod* p 


zu ® ısomorphe Teıilkörper enthalten, wenn Kr ein beliebiger derartiger Körper ıst. 





Eingegangen 12. November 1938. 











Die Polarentheorie des linearen Strahlenkomplexes 
und seiner Strahlenkongruenzen. 


Von G. Haenzel in Karlsruhe. 





Der lineare Strahlenkomplex enthält oo? lineare Strahlenkongruenzen; sieht man 
die lineare Kongruenz als das Element des linearen Komplexes an, so erhält man eine 
Mannigfaltigkeit vierter Stufe und in dieser bedingt der lineare Komplex eine Polarität. 
Jede lineare Kongruenz bestimmt nämlich einen geschart involutorischen Raum — 
Elementarteilercharakteristik [(11) (11)] oder [(22)] — als dessen Deckstrahlenkongruenz. 
Zwei konjugierte Elemente in der Polarität des linearen Komplexes sind zwei lineare 
Kongruenzen, von denen jede im geschart involutorischen Raume der anderen in sich 
übergeht. Die daraus sich ergebende Polarentheorie des linearen Strahlenkomplexes 
wurde in einer früheren Arbeit!) dargelegt. Die vorliegende Arbeit nimmt in ihrem ersten 
Teile diese Untersuchungen wieder auf. 


Nun enthält der lineare Komplex algebraische Strahlenkongruenzen C, von be- 
liebig hohen, aber gleichen Bündel- und Feldgraden. Seine Polarentheorie zieht jetzt 
eine Polarentheorie aller solehen Kongruenzen nach sich. Als Element der Strahlen- 


kongruenz C, tritt dabei die Regelfläche vom Grade 2n mit zwei n-fachen Leitgeraden 
auf. Dies wird im zweiten Teile auseinandergesetzt. 

Der dritte Teil zeigt die Tragweite der gewonnenen Sätze an der quadratischen 
Kongruenz erster Gattung, ihre Beziehungen zur Kummerschen Konfiguration sowie den 
Zusammenhang mit den konfokalen quadratischen Kongruenzen. Die Anwendung der 


. . 3 = . . . . 
Theorie auf die Kongruenz C3 der Schmiegungsstrahlen einer kubischen Komplexkurve 
vermittelt neue Einsichten in die Geometrie dieser kubischen Strahlenkongruenz. 


Die entwickelte Methode zeigt schließlich einen Weg zur planmäßigen Unter- 
suchung der transzendenten Strahlenkongruenzen des linearen Komplexes. 


I. Die Polarentheorie des linearen Komplexes. 
l. Ausgehend von den Plückerschen Linienkoordinaten 


Pr UYı II: ((,k=1,2,3,4) 
einer gegebenen Geraden XY werden durch die Substitutionen 
oPı = (Pıa + Pas), 0Ps = (Pıa + Pae)ı 0P; = (Pıa — Pas) 


OPa = UPza — Pı2)) 0Pa = UÜPaa — Pıs), oPe = (Pıs + Pa) 


!) G. Haenzel, Die Geometrie des linearen Strahlenkomplexes gegründet auf seine Polarentheorie, Journal f.d. 
reine u. angew. Mathematik 174 (1936), S. 226—236. 
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die sechs neuen Linienkoordinaten p, (Ü=1,2,...,6) eingeführt. Die Fundamental- 
beziehung der Linienkoordinaten hat dann die Form: 
F=nta+taAtn-Atm=). 


6 
Die Invariante eines gegebenen linearen Strahlenkomplexes mit der Gleichung = ap, = 


schreibt sıch: 
e?=-aatra rg ti— at. 
6 6 
Die simultane Invariante zweier linearen Komplexe ns ap, =, <b,p; — (0 lautet: 
Ihr Verschwinden zeigt die Nullinvarianz der beiden Komplexe an: Die Nullkorrelation 
jedes der beiden Komplexe ordnet die Komplexstrahlen des anderen paarweise einander 


zu. Die sechs Gleichungen 
pP, = 0 (= 4,2,...,6) 


stellen sechs Fundamentalkomplexe dar?). Jeder von ihnen ist für die fünf übrigen 
nullinvarıant. Je vıer von ihnen haben zwei (reelle oder konjugiert imaginäre) wind- 
schiefe Strahlen gemein, die Leitgeraden der Schnittkongruenz der beiden übrigen Fun- 
damentalkomplexe. So gehen die vier Strahlenkomplexe 


p, = 0 (= 1,2,23,4) 
durch die beiden Geraden u: 2, = 2x, =0 und v: 7, = X, = (0. Die lineare Strahlen- 
kongruenz C} mit den Leitgeraden u und » ist dargestellt durch 

Pu =Pa =0 baw.durh , =» =d. 
Ein gegebener allgemeiner linearer Strahlenkomplex kann nach dem Vorhergehenden bei 
geeigneter Wahl des Koordinatentetraeders stets durch die Gleichung 
Pe = Pı + Pa =) 
wiedergegeben werden. 
2. Der gegebene lineare Strahlenkomplex FT mit der Gleichung p, = 0 enthält 
lineare Kongruenzen. Einer gegebenen Geraden u ordnet die Nullkorrelation des Kom- 


plexes T eine windschiefe Gerade v zu; von den beiden Geraden u, v enthält jede die 
Nullpunkte der Ebene durch die andere Gerade. Die oo? mit u und v inzidenten Strahlen 


sind Komplexstrahlen und erfüllen eine lineare Kongruenz C} des Komplexes T. Die 
oo@ linearen Strahlenkongruenzen des linearen Strahlenkomplexes FT bilden eine lineare 
Mannigfaltigkeit vierter Stufe, den Cj-Raum des Komplexes FT. 


Für den linearen Strahlenkomplex T sind oo® lineare Komplexe nullinvarıant; für 
jeden von ihnen verschwindet die simultane Invariante mit T. Die oo* nullinvarianten 
Komplexe bilden bekanntlich eine lineare Mannigfaltigkeit vierter Stufe, den F,-Aaum 
des Komplexes T. Die Gleichung 


Zıp=0 


zwischen den Linienkoordinaten und den Parametern 4; hat unter diesen Umständen eine 
doppelte geometrische Bedeutung: Für jedes Verhältnis der 4; stellt sie eine in T ent- 
haltene lineare Strahlenkongruenz und einen für FT nullinvarianten linearen Komplex 


2) F, Klein, Zur Theorie der Linienkomplexe des ersten und zweiten Grades, Math. Annalen 2 (1870). 
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dar. Dabei geht dieser Komplex immer durch jene Kongruenz. Die obige Gleichung 
kennzeichnet also gleichzeitig das Element des C!-Raumes und das Element des F,-Raumes 


des linearen Komplexes T. Beide Räume sind zueinander perspektiv. Der C}-Raum 
enthält oo* hyperbolische und oo? elliptische lineare Kongruenzen; ihre Leitgeraden sind 


je zwei im Nullraume von T einander zugeordnete Strahlen. Der C}-Raum enthält 00% 
parabolische lineare Kongruenzen, deren je vereinigte Leitgeraden mit je einem Komplex- 
strahle von T zusammenfallen; die Parameterwerte 7; der parabolischen Kongruenzen 
unterliegen der Bedingungsgleichung 


h+kh+h+h—i 
Gleichzeitig kennzeichnet diese Gleichung im T,-Raume die 00° speziellen linearen Kom- 
plexe (mit verschwindender Invariante), deren Achsen die Leitgeraden jener 0° para- 
bolischen Kongruenzen sınd. 


m ‚1 . . u . R 
Zwei lineare Kongruenzen des C',-Raumes und die beiden mit ihnen inzidenten 


linearen Komplexe des T,-Raumes mit den Gleichungen Sa,p, = U), bp, — () haben 


die Invarianten (x)?, (%)® und die simultane Invariante (xß). Jene werden durch einen 
Büschel linearer Kongruenzen, diese durch einen Büschel linearer Komplexe verbunden; 
beide Büschel sind zueinander perspektiv und werden mittels eines Parameters x dar- 
gestellt durch 


(a, + xb)p, =. 


“I 


Die Kongruenzen des Kongruenzbüschels und die Komplexe des Komplexbüschels haben 
eine Regelschar zweiter Ordnung gemein, bestehend aus Komplexstrahlen des linearen 
Komplexes T. Die Leitgeraden der linearen Kongruenzen erfüllen die zugehörige Leit- 
schar der gemeinsamen Regelschar, und zwar werden die beiden Leitgeraden jeder Kon- 
gruenz durch die Nullkorrelation des Komplexes T einander zugeordnet. Mit anderen 
Worten: | 

Die oo! linearen Kongruenzen eines C}-Büschels haben eine Regelschar zweiter Ordnung 
gemein; ihre oo! Leitgeradenpaare erfüllen die zugehörige Leitschar; sie bilden in dieser die 
Strahlenpaare einer Involution, deren Doppelelemente die Leitgeraden der beiden para- 
bolischen Kongruenzen sind. 


Ebenso ergibt sich: 


Drei lineare Kongruenzen des C}-Raumes, die nicht im gleichen Kongruenzbüschel 
liegen, bestimmen ein Kongruenzbündel, die mit ihnen inzidenten Komplexe des T,-Raumes 
bedingen in diesem ein Komplexbündel. 

Die 00% linearen Kongruenzen eines C}-Bündels haben zwei windschiefe Komplex- 


strahlen u, v gemein; ihre 002 Leitgeradenpaare erfüllen die lineare Strahlenkongruenz C; 
mit den Leügeraden u,v. Je zwei Geraden eines solchen Leitgeradenpaares sind durch 
die Nullkorrelation des Komplexes T einander zugeordnet; sie sind zugleich reziproke 
Polaren bezüglich einer einscharig in der Kongruenz C1 enthaltenen Regelfläche R? und 
die 0% parabolischen Kongruenzen des C}-Bündels. 

Vier nieht in einem C}-Bündel enthaltene lineare Kongruenzen des C}-Raumes 
bestimmen ein Kongruenzgebüsch. 


. . . yl n 
3. Der lineare Strahlenkomplex T besitzt einen polaren C}-Raum und einen polaren 


5 5 
Raum. Sind nämlich & 4,p, = 0 und FI 4/p, = 0 die Gleichungen zweier linearen 
1 l 
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Kongruenzen C}, C! des C!-Raumes und damit auch die Gleichungen der mit ihnen 
inzidenten linearen Komplexe T,,T% des T,-Raumes, so hat die bilineare Bedingung 


yhthht ht uN— hh,=0) 
einen doppelten geometrischen Ursprung: 


Von den beiden linearen Kongruenzen C}, C} geht jede im geschart involutorischen 
Raume der anderen in sich über. Die durch jede Kongruenz bedingte geschart involu- 
torische Kollineation hat bekanntlich die Elementarteilercharakteristik [(11) (11)] für 
die allgemeine hyperbolische oder elliptische Kongruenz und die Elementarteilercharak- 
teristik [(22)] für die parabolische Kongruenz. Die beiden linearen Komplexe T,,T; 
sind füreinander nullinvariant, jeder von ihnen geht durch die involutorische Null- 
korrelation des anderen in sich über. Die beiden Kongruenzen haben eine Regelschar 
zweiter Ordnung des Komplexes gemein. Die beiden Leitgeradenpaare dieser beiden 
Kongruenzen sind vier Leitstrahlen, die jeden Regelstrahl in vier harmonischen Punkten 


schneiden. Werden die beiden linearen Kongruenzen C1,Cı als konjugierte Kongruenzen 
des Cj-Raumes bezeichnet, die beiden linearen Komplexe F;, T} als kon jugierte Komplexe 
des T,-Raumes, so folgt: 

Einer gegebenen linearen Kongruenz Einem gegebenen linearen Komplex 
C! des C!-Raumes sind die 00% linearen | T» des T',-Raumes sind die oo® linearen 


eines Kongruenzgebüsches Komplexe eines Komplexgebüsches kon- 


Kongruenzen 
jugiert. Aus der Gleichung von T, 


konjugiert. Aus der Gleichung von cı 
a,Ppı + AgPa + Asp + «pa + ap; = 0 
folgt die Gleichung des Gebüsches 





der konjugierten Kongruenzen: der konjugierten Komplexe: 


(a5 Pı + AıP5) + ArlazPa + AzP;) + AslazPz + A3P5) + Aylazpı + a4p;) = V 


oder 
54 
hp, —P; 
1 
s =Q. 
ha; + Ad; 


a R 1 .- m 1@ 3 
Die linearen Kongruenzen C} und die zugehörigen Gebüsche C}“” von je oo” kon- 
jugierten Kongruenzen sind als Polkongruenzen und Polarkongruenzgebüsche im polaren 


C}-Raume des Komplexes T einander zugeordnet, die linearen Komplexe F, und die 
zugehörigen Gebüsche T%’ von je oo” konjugierten Komplexen als Polkomplexe und 
Polarkomplexgebüsche ım polaren T,-Raume von T. 

Ist die gegebene lineare Kongruenz parabolisch, der mit ihr inzidente lineare Kom- 
plex also ein spezieller Komplex (Nr. 2), so gilt: 


wu TORE" WEHR 
a+rt re —d=0. 


In Worten: 


Das Polarkongruenzgebüsch einer para- | Das Polarkomplexgebüsch eines spe- 


bolischen Polkongruenz geht durch diese. | ziellen Polkomplexes geht durch diesen. 


Der lineare Komplex T besteht aus den Leitgeraden der parabolischen Kongruenzen 


r . Yl . 
(Nr. 2) seines polaren C,-Raumes und ebenso aus den Achsen der speziellen Komplexe 


seines polaren F,-Raumes, er ist daher das Inzidenzgebilde seiner beiden polaren Räume. 


Di 
E& 
y 
N, 
” 
2 
$ 
Er 

% 


{ 
n] 
i 
& 
e 
F 
& 
| 
2 
: 





fi 


od 


R: 
Di: 
bo 
hal 


Ka 


gev 
peı 
übr 
der 


pen 
bes 
kon 
je z 


Ko 


In c 


reine 
Ji 








Bl 
ER 
2 
er 

“ 


sh 


ERTL we Rene 


a u ar < 








Haenzel, Die Polarentheorie des linearen Strahlenkomplexes 49 
4. Zwei lineare Kongruenzen des C.- Zwei lineare Komplexe des T,-Raumes 
Raumes werden durch einen Büschel | werden durch einen Büschel solcher Kom- 
soleher Kongruenzen verbunden. Den  plexe verbunden. Den oo! Komplexen des 
oo! Kongruenzen des Büschels sind die Büschels sind die oo? linearen Komplexe 
oo? linearen Kongruenzen seines Polar- seines Polarkomplexbündels konjugiert. Aus 
kongruenzbündels konjugiert. Aus der der Gleichung der Komplexbüschels 
Gleichung des Kongruenzbüschels 


folgt mit Hilfe der beiden Beziehungen 


I 
n 


ahtghtghatyyh—gh,—V 
b, A, + b; ba + b3 Ag + b; )y 


die Gleichung des zugeordneten 


Polarkongruenzbündels: Polarkomplexbündels: 
Pı Pı Ps Pa Pı P; Ps Pı —P: 
oder 

3 

Zip, pP - D. 

1 t ı 4 9] 

Shan a | = 

1 


Nach Nr.2 haben die &o! Kongruenzen des Kongruenzbüschels eine Regelschar 
N? gemein; ihre Leitgeraden sind die Strahlenpaare der involutorischen Leitschar X?. 
Die beiden Doppelstrahlen u, » der Involution sind die Leitgeraden der beiden para- 
bolischen Kongruenzen des Büschels. Die oo* Kongruenzen des Polarenkongruenzbündels 
haben die Komplexstrahlen x, v» gemein. Ihre oo? Leitgeradenpaare erfüllen die lineare 
Kongruenz mit u,» als Leitgeraden. 


5. Es ist nun leicht, die Konfiguration des C}-Polarpentaeders zu bilden, das dem 
gewöhnlichen Polarpentaeder des vierdimensionalen Raumes entspricht®?). Das C}-Polar- 
pentaeder besitzt fünf lineare Kongruenzen als #cken. Jeder von ihnen sind die vier 
übrigen konjugiert, d. h. jede von ihnen geht in den vier geschart involutorischen Räumen 
der vier anderen in sich über. Jeder C}-Ecke des Pentaeders liegt eine Flanke des Polar- 
pentaeders „gegenüber“, nämlich das Polargebüsch der Ecke. Das C,-Polarpentaeder 
besitzt zehn Schneiden, nämlich die zehn Kongruenzbündel durch je drei der fünf Eck- 
kongruenzen und schließlich zehn Kanten, nämlich die zehn Kongruenzbüschel durch 
je zwei der fünf Eekkongruenzen. Jedem der zehn Kongruenzbüschel ist eines der zehn 
Kongruenzbündel als Polarkongruenzbündel zugeordnet. 


.. . l 
Fünf Fundamentalkomplexe (Nr. 1) des F,-Raumes schneiden den polaren C,-Raum 
u .. . . 1 
ın den fünf Eckkongruenzen eines C'}-Polarpentaeders. 


») G. Haenzel, Eine analytische Theorie der Involutionen auf der linearen Strahlenkongruenz, Journal f. d. 
reıne u. angew. Mathematik 166 (1932). 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 1. 
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II. Die Polarentheorie der Strahlenkongruenzen gleichen Bündel- und Feldgrades im 
linearen Komplexe. 


6. Der lineare Komplex T enthält algebraische Strahlenkongruenzen C), von be- 
liebig hohen, aber gleichen Bündel- und Feldgraden n. Die n Strahlen einer Kongruenz 
C”, im linearen Komplexe, die durch einen Punkt P gehen, liegen auch in einer Ebene, 


nämlich in der Nullebene z des Punktes ?. Die oo! Kongruenzstrahlen von C}, die eine 
gegebene Gerade / schneiden, treffen auch die im Nullraume von T zugeordnete Gerade /'. 


Sie erfüllen eine Regelschar 2n-ten Grades R°” mit den beiden n-fachen Leitgeraden [, !'. 
Auf die Sonderfälle dieses Satzes kommen wir noch zurück. Die Strahlenkongruenz 
n-ten Grades (, enthält (für n > 1) eine lineare Mannigfaltigkeit vierter Stufe von 


2n 


>0' Regelflächen 2n-ten Grades AR” und wird von dieser Mannigfaltigkeit [ R”"]' ausgefüllt. 


9 .» . . TE) 
Jede Regelfläche AR” ist mit ihrer Regelschar A” in der Kongruenz C7, enthalten und hat 
j.a. zwei n-fache Leitgeraden /,7’, die im Nullraume von FT einander zugeordnet sind. 


Die Regelfläche AR°" bestimmt eine geschart involutorische Kollineation — Elementar- 
teilercharakteristik [(11) (11)]. Ihre beiden n-fachen Leitgeraden 1, !’ sind die Achsen 
des geschart involutorischen Raumes, ihre Regelschar besteht aus Doppelstrahlen dieses 


Raumes. Die lineare Manniglaltigkeit [ R*”"]' vierter Stufe enthält oo” Regelflächen R”, 
deren beide n-fachen Leitgeraden /,!’ in einem Komplexstrahle von T vereinigt liegen; 


eine solche Fläche AR” bedingt eine geschart involutorische Kollineation mit der Ele- 
mentarteilercharakteristik [(22)]. 

Der Grad der Regelfläche R°" erniedrigt sich fortschreitend durch Abspaltung von 
Strahlenbüscheln erster Ordnung aus ihrer Regelschar, wenn ihre Leitgeraden /, !” fort- 


schreitend speziellere Lagen zur Brennfläche oder Brennkurve von (C, einnehmen. 


4 .. 2 . . 7 Y 4 - 
7. In den © Regelflächen R” wird die Strahlenkongruenz C} von den & linearen 


Kongruenzen des Komplexes T geschnitten; die lineare Mannigfaltigkeit [R”"]* von C} 
ist zur linearen Mannigfaltigkeit der linearen Kongruenzen des Komplexes T perspektiv. 


Wie die lineare Kongruenz C} in Nr.2 hängt daher die Regelfläche R°”" von den Ver- 
hältnissen der fünf Parameter 4 ((=1,...,5) ab. Sieht man die Regelfläche AR” als 
das Element der Strahlenkongruenz C} an, so besteht C7 aus den Regelscharen der 00° 
Flächen A” und ist eine Mannigfaltigkeit vierter Stufe [AR°"J. Wir nennen zwei Regel- 
flächen AR”, R”* konjugiert, wenn jede im geschart involutorischen Raume der anderen 
ın sich übergeht. Sind A,, Ag, Az, Ay, A, geeignete homogene Koordinaten der Regel- 
fläche R°" und Ay, Ag, Ay, Ay A, die Koordinaten von A”, so sind konjugierte Flächen 
durch die Beziehung 


PIE HREURE TE GER E WERRE VE SEHE CD ER 


miteinander verknüpft. In der linearen Mannigfaltigkeit [R”"]' von C} besteht daher 
infolge der Perspektivität zum Cj-Raum des linearen Komplexes T eine polare Korre- 
lation: 


2n . . v. . . . 
" konjugiert. Sie bilden eine lineare 


Einer gegebenen Fläche AR” sind oo” Flächen R 
Mannigfaltigkeit dritter Stufe [R”J. Die Fläche R” und die Mannigfaltigkeit [R”] 


stehen einander als Polfläche und Polar-R”"-Bündel der polaren Kongruenz Ch gegen- 


in 


über. Zwei Regelflächen R7", R3" bestimmen einen Büschel [#°”]' soleher Flächen. Den 
oo! Flächen des Büschels sind die oo? Flächen einer linearen Mannigfaltigkeit zweiter 
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Stufe, eines R°*-Bündels [AR°*Y konjugiert. Die beiden Gebilde [A°"] und [A?"T stehen 
einander als Pol-R?"-Büschel und Polar- R?"- Bündel der polaren Kongruenz C, gegenüber. 
Fünf Regelflächen R”*, von denen jede den vier übrigen konjugiert ist, sind die Ecken 
eines Polar-R”"- Pentaeders. 


Die Polarität der Strahlenkongruenzen C, läßt sich in allen Einzelheiten aus- 
bauen, doch wird die Theorie durch Betrachtung von Kongruenzen bestimmten Grades n 
verständlicher und fruchtbarer. 


Die lineare Kongruenz nimmt eine Sonderstellung ein. Die Regelschar zweiter 
Ordnung, die hier als Element anzusehen ist, besitzt nicht zwei, sondern oo! Leitgeraden. 
Deshalb enthält die lineare Kongruenz nicht oo#, sondern o0% solche Regelscharen®). 


III. Die quadratische Kongruenz erster Gattung 
und die kubische Kongruenz der Schmiegungsstrahlen einer kubischen Komplexkurve. 


8. Ein quadratischer Strahlenkomplex schneidet den linearen Strahlenkomplex F 


in einer quadratischen Strahlenkongruenz C}. Als quadratischer Komplex kann stets 
ein tetraedaler Komplex Verwendung finden. Der lineare Strahlenkomplex FT enthält 
unendlichviele quadratische Kongruenzen. Jede von ihnen kann durch Schnitt von T 
mit einem quadratischen Komplex erhalten werden. Dieser ist unter o0% quadratischen 
Komplexen wählbar®). Je nachdem der lineare Komplex ein allgemeiner oder ein spe- 
zieller ist, handelt es sich um eine quadratische Kongruenz der ersten oder der zweiten 
Hauptklasse. Von dem speziellen linearen Komplexe ist hier nicht die Rede. Die Ein- 
teilung der quadratischen Kongruenzen erfolgte durch C. Segre®) mit Hilfe der Elementar- 
teilertheorie. Die einzelnen Gattungen der quadratischen Kongruenz sind durch ihre 
Charakteristiken bestimmt. Man erhält die 18 Gattungen der ersten Hauptklasse durch 
die Zerlegungen der Zahl fünf in Summanden unter Hinzufügung der Fälle, in denen 
Gruppen von zwei Summanden zur gleichen Wurzel der charakteristischen Gleichung 
gehören. Der Fall dreigliedriger Exponenten gibt zerfallene Kongruenzen. Die quadra- 
tischen Kongruenzen erster Gattung haben also die Charakteristik [11111]”). 


. e > er . : 
Die quadratische Kongruenz C, ist zuerst von Kummer®) eingehend behandelt 
worden. Ihre Brennfläche ist die Kummersche Fläche vierter Ordnung, vierter Klasse A%. 


Die Doppeltangenten von A* sind die Kongruenzstrahlen von C5. Die Brennfläche A" 
besitzt 16 singuläre Doppelpunkte $ und 16 singuläre Berührungsebenen o. Sie sind 
die singulären Punkte und Ebenen der Kongruenz. Jeder Punkt S ist der Mittelpunkt 


und jede Ebene o ist die Ebene eines Kongruenzstrahlenbüschels erster Ordnung von C). 
$ und o sind Nullpunkt und Nullebene. Die Punkte $ und Ebenen o bilden die 
Kummersche Konfiguration: 

In jeder singulären Ebene o liegen sechs Punkte 5 auf einem Kegelschnitte A?, 
längs dessen die Ebene o die Kummersche Fläche X? berührt. Einer der sechs Punkte $ 


*) Die Polarentheorie der linearen Kongruenz ist von Herrn Jolles auf synthetischem Wege entwickelt worden 
in der Abhandlung: St. Jolles, Die Polarität als Grundlage in der Geometrie der linearen Strahlenkongruenz, Math. 
Ztschr. 88 (1931), S. 733—790. 

°) E.Caporali, Sui complessi e sulle congruence di 2° grado, Mem. Ace. Line. (3) 2 (1878), S. 749. 

°) C. Segre, Sulla geometria della retta e delle sue serie quadratiche, Mem. Acc. Torino (2) 36 (1884). 

”) Über die Realitätsverhältnisse der quadratischen Kongruenz erster Gattung siehe K. Rohn, Math. Annalen 
18 (1881), S.99. — R. Sturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in synthetischer Behandlung 
2 (1893), S. 180. 

*) E. Kummer, Über die algebraischen Strahlensysteme, insbesondere über die der ersten und zweiten 
Ordnung, Abhandlungen der Berl. Akademie 1866. 
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ist der Ebene o zugeordnet als Mittelpunkt seines in o liegenden Kongruenzstrahlen- 
büschels. 


Durch jeden singulären Punkt $ gehen sechs Ebenen o, die einen Kegel zweiten 
Grades berühren. Ein Verbindungsstrahl zweier singulären Punkte $ ist auch eine 
Schnittgerade zweier singulären Ebenen. Dabei können sowohl die Punkte 5 als auch 
die Ebenen o auf zweı verschiedene Arten zu Paaren geordnet werden: 


a) Von zweı „verbundenen‘ singulären Punkten $,, 5, liegt jeder in der Null- 
ebene des anderen. Die Schnittgerade ihrer Nullebenen o,, o, fällt also mit ıhrer Ver- 
bindungsgeraden S,S, zusammen. 


b) Die Nullebenen o und o’ zweier „nicht verbundener“ singulärer Punkte S, S’ 
haben eine von SS’ verschiedene Schnittgerade s. Auf s liegen zwei singuläre Punkte 
S,,S,, von denen jeder sowohl mit $ wie mit S’ verbunden ist, so daß ihre Nullebenen 
o, und o, durch SS’ gehen. 


Zwei nicht verbundene Punkte S, 5’ haben zwei ihnen gemeinsam verbundene 
Punkte S,, S,; zwei verbundene Punkte S,, S, haben keine gemeinsamen verbundenen 
Punkte. Aus a) und b) folgt, daß die Verbindungslinie zweier (verbundenen oder nicht 
verbundenen) singulären Punkte 5 auch Schnittgerade zweier singulären Ebenen ist. 


Jeder singuläre Punkt hat fünf ihm verbundene und zehn ihm nicht verbundene 
singuläre Punkte; es lassen sich vierzig Paare verbundene und achtzig Paare nicht 
verbundene Punkte bilden. 


9. Die quadratische Strahlenkongruenz enthält eine lineare Mannigfaltigkeit vierter 
Stufe von biquadratischen Regelflächen (Abschnitt Il). Zu diesen oo? Regelflächen 
vierten Grades A? kann man auf verschiedene Weise gelangen: 


a) Die mit einer gegebenen Geraden / inzidenten Kongruenzstrahlen von (5 er- 
füllen die biquadratische Regelschar %? einer biquadratischen Regelfläche Zt. Sie hat 
den Strahl ! und den im Nullraume des linearen Komplexes FT zugeordneten Strahl !’ 
zu doppelten Leitgeraden. Die biquadratische Regelfläche?) ist vom Typus I und hat 
das Geschlecht 1. Ist der Strahl ! ein Komplexstrahl, so sind die beiden Leitgeraden 
der biquadratischen Regelfläche vereinigt, die Fläche ist vom Typus II und hat das 


Geschlecht 1. Fällt ! mit einem Strahle der quadratischen Kongruenz C; zusammen, 
so ist er einfache Leitgerade und doppelte Erzeugende der Regelfläche, die dem Typus VI 
angehört und das Geschlecht O0 besitzt. Geht der Strahl /! durch einen singulären Punkt 5 
(Nr. 8), so liegt der zugeordnete Strahl /!’ in der zugeordneten singulären Ebene o. Die 
biquadratische Regelschar zerfällt in den Strahlenbüschel (5, o) und eine kubische Regel- 
schar; der Strahl / ist doppelte Leitgerade, der Strahl !’ einfache Leitgerade der kubischen 
Regelfläche. Geht ! durch einen singulären Punkt 5, und liegt dabei in der singulären 
Ebene o,, die Nullebene eines anderen singulären Punktes S, ist, so zerfällt die biqua- 
dratische Regelschar in die beiden Strahlenbüschel erster Ordnung ($,, 0,), (Ss, 05) und 


R R . . . 2 .. .. 
in eine Regelschar zweiter Ordnung. Die quadratische Kongruenz C, enthält fünf 
Systeme von oo! Regelscharen zweiter Ordnung. 


b) Eine lineare Strahlenkongruenz des linearen Komplexes schneidet die gegebene 
quadratische Kongruenz dieses Komplexes in einer biquadratischen Regelschar. 


») Zu den Ausführungen des Absatzes a) vgl. R. Sturm, Liniengeometrie 2, S. 118/19. Die Bezeichnungen 
der biquadratischen Regelfläche mit Typus I, II, VI stammen aus der Abhandlung: G. Haenzel, Die Geometrie der 
linearen Strahlenkongruenz. Il., Journal f.d. reine u. angew. Mathematik 175 (1936), S. 169—181. Es sind die 
Typen I, II, XII der Sturmschen Klassifikation. 
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c) Ein für den linearen Komplex nullinvarıanter linearer Komplex schneidet die 
quadratische Strahlenkongruenz in einer biquadratischen Regelschar. 


Aus a) bis e) und aus Abschnitt II folgt: 


. . r er , ’ 
Die quadratische Strahlenkongruenz C, ım linearen Komplexe T enthält die Regel- 
scharen von oo# biquadratischen Regelflächen. Diese bilden eine lineare Mannigfaltigkeit 


vierter Stufe [R']', die sowohl zum C}-Raume als auch zum T,-Raume des Komplexes T 
perspektiv ist. Die oo biquadratischen Regelflächen sind i.a.vom Typus I, oo* von ihnen 
sind vom Typus Il, o0® vom Typus Vl. Ferner sind &* kubische Regelflächen, fünf Systeme 
von oo! Regelflächen zweiten Grades sowie 16 Strahlenbüschel erster Ordnung vorhanden. 

Die Leitgeraden der &# linearen Kongruenzen von FT sind die doppelten Leit- 


4 1: s 2 
geraden der oo biquadratischen Regelscharen der quadratischen Kongruenz (). 


10. Die Perspektivität des polaren C}-Raumes des Komplexes T zu der linearen 
Mannigfaltigkeit vierter Stufe [R'] in der quadratischen Kongruenz €; zieht die Polarität 
dieser Kongruenz nach sich. Das Element ist die in €; enthaltene biquadratische Regel- 
fläche A*. Eine solche Regelfläche bestimmt dieselbe geschart involutorische Kollineation 
wie die durch sie gehende lineare Kongruenz €, (Abschnitt II). Ihre doppelten Leit- 
geraden sind die Involutionsachsen des geschart ıinvolutorischen Raumes. Zwei bı- 
quadratische Regelflächen von (5 sind konjugiert, wenn jede im geschart involutorischen 
Raume der anderen in sıch übergeht. 


> 


Zur Darstellung der Polarität in der quadratischen Kongruenz (, des linearen 
Strahlenkomplexes FT setzen wir pP = Pı Pa = Pr Pıa = Pr Pas = Pr Pa = Ps: Pa2 = Pe: 
Der lineare Strahlenkomplex werde durch die Gleichung 


(1) r Pa + pP, = 0 
gegeben. Eine quadratische Kongruenz C; dieses Komplexes ist bestimmt durch 
2 6) 2) 62) 
(2) Cz cP, r %P; 7 %@P, 7 
Eis A z „1 m En . . s 
Die linearen Kongruenzen C', des linearen Komplexes F stellen sich mit veränderlichen 
Verhältnissen #5: A): 43: 74: 7, in der Form 
I) 4 i ’ i | 
(3) C, AolPs — Pa) + FıPat AsPe + AuPı r AP =) 
. . F 4 : . . ' Bi Pı 
dar. Zu ihnen sind die oo° biquadratischen Rerelflächen A* der quadratischen Kon- 
l q 
72 . 
gruenz Cz perspektiv, dargestellt durch 


[AR] cı[/ ho2ry u }. 3, 4” 74 (4 _ y2) i,2°P 
(4) + Cz3[40 2272 + 7,3? — A,(r — yz2) + 4,027 
+ cl 2y + Ay? + Ale— y2) + AP=0. 


Unter diesen Umständen unterliegen die Parameter A; i; zweier konjugierten bıqua- 
2 .. 4 r4 Bo . 
dratischen Regelflächen A*, R* von C3 der Bedingung 
(5) A h4 u I3 I 2 2 4 hy u I.6 ha EN 2 Lo 0 _— (), 
OR . ” 4 
Einer gegebenen biquadratischen Regelfläche AR, mit den Parameterverhältnissen 
dg:d):q3:ay: ag, und der Gleichung 
Clag22y + azy? + a,(x + yz) + agır?] 
(6) + Cs[ag2 73 + a,2? — a, — yz2) + a,.r?]° 
+ cla2y + ayy? + ala — y:) + a, = 0 
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sind die oo° biquadratischen Regelflächen A? einer linearen Mannigfaltigkeit dritter 
Stufe [AR*P konjugiert. Sie sınd bei veränderlichen Verhältnissen A): A3: Ay: A, durch 
die Gleichung 


cfaol A, (2 + y2) + Ay + A022] + [da + A3Q0g + Aya, + Agaz]xy}? 
(7) + Cafagl A123? — As(x — y2) + A422] + [A,a; + Agag + Aya, + Agaz] 22} 
+ egfagliı + Ay? + As(2 — y2)] + [A194 + Asag + Aya, + Asaz]yP = 0 


gegeben. Die biquadratische Regelfläche A} (Gl. (6)) und die lineare Mannigfaltigkeit 
der 0° konjugierten Regelflächen (Gl. (7)) sind als Polfläche Ri und als Polar- R'-Gebüsch 
[R°J' im polaren R*-Raume der quadratischen Kongruenz CZ einander zugeordnet. 


11. Zwei biquadratische Regelflächen R;(a;) und R;(b;) bestimmen einen Büschel 
von oo! solchen Regelflächen mit der Gleichung 


[AI cl(ay + »b,)2xy + (az + xb;)y? + (a, + »b,) (8 + y2) + (ag + xb,) x]? 

(8) + Cz[(a,g + *bu)2x2 + (a, + #b,) 2? — (az + #b;) (X — y2) + (a5, + »b,)0?] 
+ eol(ag + #bo)2y + (as + ab)y? + (ag + abe) (E — y2) ta, + ab’ = 0 
— oo <x<-+ 0%. 
Dem Polbüschel [R*]: ist ein Bündel von oo? biquadratischen Regelflächen als Polar- 
bündel [ R*]? zugeordnet; jede Fläche des Polarbündels ist jeder Fläche ihres Polbüschels 
konjugiert. Aus der Gleichung des Polbüschels geht die des Polarbündels mittels der 
Beziehung (5) hervor; die Gleichung des Polarbündels schreibt sich mit Hilfe der Ab- 
kürzung 
Cr = ab — arb; 

in der Form 


CtCoslAı(® + Y2) + Asy?] + [Arco + AsCgo + Ascıol? + [Aılas + Asles + 74613]24}° 
+ Cz169alA12° — As(® — y2) + Aga®] + [ArCgs + Asles + Agcıa] 22}? 
+ CgtCoalAı + Asy?]? + [AıCao + AsCgo + Aacıo) (X — Y2) + [Ara + Ast + A46slyP = 0. 


12. Die Konfiguration des R*-Polarpentaeders in der quadratischen Kongruenz C3 
besteht aus fünf biquadratischen Regelflächen R}, AR}, R3, R}, R5 und ihren fünf 
Polargebüschen [R}Y, [R3], [RZ], [RIT, [#5]. Von den fünf Regelflächen ist jede 
den vier übrigen konjugiert, so daß ihr Polargebüsch durch die vier übrigen hindurch- 
geht und durch sie bestimmt ist. Das Polarpentaeder enthält zehn AR*-Büschel, jeder von 
ihnen verbindet zwei der fünf biquadratischen Regelflächen; das Polarpentaeder enthält 
die zehn zugehörigen Polarbündel, jeder von ihnen geht durch die drei übrigen Regel- 
flächen. 

Um ein Polarpentaeder der polaren quadratischen Kongruenz zu erhalten, wählt 
man fünf zum linearen Komplexe FT nullinvariante lineare Komplexe, von denen jeder 
zu den vier übrigen nullinvariant ist. Die sechs linearen Komplexe T,T,fT,fT,T,T 
bilden sechs Fundamentalkomplexe. Ihre Gleichungen seien: 


(10) P+Pp=0, MPtmMm=0, p—-m=d, 

PP +Pp=0, P—-m=0, MP =. 
Die fünf linearen Komplexe F,,F,, F3, T,, FT, schneiden den linearen Komplex FT ın 
fünf linearen Kongruenzen, den Eckkongruenzen eines C}-Polarpentaeders des Cı- 
Raumes (Nr.5). Sie schneiden aber die quadratische Kongruenz C; von F in fünf bi- 
quadratischen Regelflächen AR}, R}, R}, Ri, R;. Diese sind die Eckflächen eines 
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Polar-R*-Pentaeders der polaren quadratischen Kongruenz (3. Aus den Gleichungen 
(10) folgen die Gleichungen der fünf biquadratischen Regelflächen: 


R calıa+ yz)” + 6,(a® + 2y + cly” +1” =0, 


BR cola+y) + ol — + —I,=0, 
(11) Ro cl +Yy) + (+ 6%) (2 — ye)’ = 0, 
Ro ala —y) +(a+ co) (2 — 1)” =(, 
RR ofyt+torz+ Gy" = (0 


13. Mit einer quadratischen Kongruenz (5 sind fünf andere quadratische Kongru- 
enzen Cr Chu, Cam. Cam. C3v konfokal 10), Dieser nicht sehr treffende Ausdruck 
„konfokal‘“ ist so zu verstehen, daß die sechs quadratischen Kongruenzen die gleiche 
Kummersche Fläche zur Singularitätenfläche — Brennfläche — haben. Gemeinsame 
Fokaleigenschaften im Sinne von gemeinsamen Beziehungen zum Fundamentalgebilde 
einer Metrik sind damit nicht ausgesprochen. Die sechs konfokalen quadratischen Kon- 
gruenzen liegen in sechs verschiedenen linearen Strahlenkomplexen FT, FT, Fir, Fin, Fıv, Fv: 
Diese bilden eine Gruppe von sechs Fundamentalkomplexen. Der lineare Strahlen- 
komplex FT wird daher von den fünf übrigen Komplexen in fünf linearen Kongruenzen 


Ci, Cin, Ci Cm: Ciy geschnitten. Diese bilden die Eckkongruenzen eines Polar- 
pentaeders im polaren C}-Raume des linearen Strahlenkomplexes (Nr.5). Die qua- 
dratische Kongruenz C3 des Komplexes F wird von den fünf übrigen linearen Komplexen 


in den Regelscharen von fünf biquadratischen Regelflächen Ri, Ru. Rn, Riv. Ay ge- 
schnitten. Diese bilden die Eckflächen eines Polar-/*-Pentaeders in der polaren qua- 
dratischen Kongruenz CZ (Nr. 12). Jede der fünf biquadratischen Regelflächen be- 
stimmt einen geschart involutorischen Raum. Dieselben fünf geschart involutorischen 
Räume werden durch jene fünf linearen Kongruenzen bedingt. Die fünf Leitgeraden- 
paare der fünf linearen Kongruenzen sind zugleich die Leitgeradenpaare der fünf bıqua- 
dratischen Regelflächen und die fünf Paare Achsen der fünf geschart involutorischen 
Räume. Zu den biquadratischen Regelflächen 


Ri, Ri, Riu, Riv, Ry 
gehören also die geschart involutorischen Räume 
2], Zır, Zum, Zıv, 2v 
mit den Doppelstrahlenkongruenzen 
Cr, Cim, Ci, Ciw, Civ: 
Da Ri den vier übrigen biquadratischen Regelflächen konjugiert ist, führt der geschart 


involutorische Raum 2; die 0% biquadratischen Regelflächen des Polargebüsches von 


Ry in sich über, nämlich alle biquadratischen Regelflächen von der Form 
Riı + A Riu + AaRv + ARv=0. 


Also geht die quadratische Kongruenz C}, in der diese oo’ biquadratischen Regelflächen 
mit ihren Regelscharen enthalten sind, durch den geschart involutorischen Raum 2; 
in sich über. Wir sagen: Die quadratische Kongruenz ist im geschart involutorischen 
Raum 2; involutorisch selbstgeschart. Ihre Strahlen werden in 2; einander paarweise 
involutorisch zugeordnet. Aus alledem folgt: 


10) Kummer, 4.2.0. °), 
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Eine gegebene quadratische Kongruenz des linearen Komplexes ist für fünf geschart 
involutorische Räume involutorisch selbstgeschart; die fünf Deckstrahlenkongruenzen der 


4 . . m . . . . 1 . 
fünf geschart involutorischen Räume bilden die Ecken eines C',- Polarpentaeders ım polaren 


C}-Raume von T. 

Es ist bekannt, daß die Kummersche Fläche mit der Konfiguration der 16 singu- 
lären Punkte und 16 singulären Ebenen durch 16 Kollineationen und 16 Korrelationen 
in sich übergeht, nämlich durch die Identität, durch 15 geschart involutorische Kolli- 
neationen, durch 10 polare Korrelationen und 6 Nullkorrelationen. Der soeben abge- 
leitete Satz deckt einen Zusammenhang mit der Polarentheorie der quadratischen Kon- 
gruenz auf. Von den 15 Deckstrahlenkongruenzen der 15 geschart involutorischen Räume 
bestimmen je fünf in je einer der sechs konfokalen quadratischen Kongruenzen ein Polar- 
pentaeder. 

14. Eine gegebene Strahlenkongruenz — transzendent oder algebraisch — heiße 
für eine lineare Kongruenz C} involutorisch selbstgeschart, wenn ihre oo? Strahlen als 
konjugierte Strahlen im geschart involutorischen Raume von C; paarweise einander 
zugeordnet werden. Für eine lineare Kongruenz C, des linearen Komplexes T sind die 
0% linearen Kongruenzen ihres C}-Polargebüsches involutorisch selbstgeschart. Eine 


quadratische Kongruenz C5 eines Jinearen Komplexes ist nach dem letzten Satze für 
fünf lineare Kongruenzen dieses Komplexes involutorisch selbstgeschart. 

Die involutorisch selbstgescharten Strahlenkongruenzen des linearen Strahlen- 
komplexes entsprechen den anallagmatischen Flächen !!), d. h. den selbstinversen Flächen, 
die durch Inversion an mindestens einer Kugel in sich übergehen, insbesondere die fünffach 
ınvolutorisch selbstgescharten quadratischen Kongruenzen den fünffach selbstinversen 
Zykliden. Für jede involutorisch selbstgescharte Strahlenkongruenz eines linearen 
Komplexes gelten folgende Sätze: 

Eine für die lineare Kongruenz C} involutorisch selbstgescharte (algebraische oder 
transzendente) Kongruenz wird längs je zweier konjugierten Strahlen s,s’ von einer für 
C selbsigescharten linearen Kongruenz S} berührt. 

Jede involutorisch selbstgescharte Kongruenz ist die Hüllkongruenz von oo® selbst- 
gescharten linearen Kongruenzen (in besonderen Fällen von oo). 

Eine involutorisch selbstgescharte algebraische Kongruenz n-ten Grades enthält oo! 
sich selbst zugeordnete Strahlen. Sie bilden eine Regelschar 2n-ter Ordnung. 

Die involutorisch selbstgescharte Kongruenz kann durch involutorisch selbstgescharte 
Regelscharen beschrieben werden. 


15. Die Komplexkurven oder Ordnungskurven des linearen Komplexes sind be- 
kanntlich die Kurven, deren Punkte und Schmiegungsebenen einander als Nullpunkte 
und Nullebenen zugewiesen werden. Ihre Schmiegungsstrahlen und Tangenten sind 
Komplexstrahlen. Der lineare Strahlenkomplex besitzt u. a. 00° kubische Raumkurven 
k® als Ordnungskurven. Die Schmiegungsstrahlen einer kubischen Raumkurve bilden 


eine kubische Strahlenkongruenz C,. Die kubische Ordnungskurve ist ihre Brennkurve 


oder Singularitätenkurve. Die kubische Kongruenz C’, enthält ©0* Regelscharen sechster 
Ordnung mit zwei dreifachen Leitgeraden. Die oo* Regelflächen sechsten Grades A® 
bilden eine lineare Mannigfaltigkeit vierter Stufe [R®. Zur Konstruktion einer allge- 


2) Moutard, Note sur la transformation par rayons veeteurs r6ciproques, Nouv. Ann. (2) 3 (1864), 
5.306; Sur les surfaces anallagmatiques du quatriö&me ordre, ebenda S. 536. 
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meinen Fläche R® bestimmt man zu einer gegebenen Geraden /, die kein Komplexstrahl 
ist und A? nicht schneidet, die zugeordnete Gerade /!’ bezüglich des linearen Komplexes FT, 
(Fig. 1). Die beiden Geraden / und !’ und die kubische Raumkurve A? sind die Leitkurven 
der Fläche. Eine Ebene o durch !’ schneidet / in ihrem Nullpunkte $ und die Raumkurve 
k3 in drei Punkten A,, A, R;. Die drei Strahlen SR, = r, SR, = r,, SR, = r, sind die 
drei in o liegenden und durch 5 gehenden Regelstrahlen. Zwei von ihnen können reelle 
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Fig. 1. 


oder konjugiert imaginäre Strahlen erster Art sein, der dritte ist stets reell. Die Strahlen 
"1, "9, "3 beschreiben die Regelfläche R®, wenn o sich um !’ dreht. Die Geraden ! und !' 
sınd Orte dreifacher Punkte und dreifacher Berührungsebenen der Fläche. 

Die beiden dreifachen Leitgeraden ! und /’ liegen vereinigt, wenn / ein Komplex- 
strahl von FT ist. Weiterhin können folgende Sonderfälle eintreten: 
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Der Strahl / schneidet die Brennkurve A? ın einem Punkte E. Der zugeordnete 
Strahl /’ liegt in der Schmiegungsebene n von E. Die mit ! und !’ inzidenten Kongruenz- 
strahlen von €, erfüllen den Strahlenbüschel erster Ordnung (F, n) und eine Regelschar 
fünfter Ordnung (Fig. 2). Eine Ebene o durch / schneidet A? in zwei von E verschiedenen 
Punkten /},, R, und trifft Z’ in ihrem Nullpunkte $. Die beiden Strahlen SR, =r, und 
SR, = r, sind die in o liegenden und durch 5 gehenden Regelstrahlen. Eine Ebene o’ 
dureh /’” schneidet A? in den Punkten AR7, R;, R3 (Fig. 3) und / in ihrem Nullpunkte $”. 





Fig. 3. 


Die drei Strahlen SR =r, S’R,=r, S’R,=rz sind die drei durch 5’ gehenden 
und in o’ liegenden Regelstrahlen. Die Leitgerade / ıst Ort dreifacher Punkte und zwei- 
facher Berührungsebenen, die Leitgerade !’” Ort zweifacher Punkte und dreifacher Be- 
rungsebenen. Die Leitgeraden /, !’ vereinigen sich, wenn die Unisekante l ein Schmiegungs- 


strahl von k”, d.h. ein Kongruenzstrahl von C; ist. 

Der Strahl /! sei eine Bisekante von A? und zwar treffe er kA? ın den Punkten D und FE 
(Fig. 4). Die Schmiegungsebenen ö, n dieser Punkte schneiden einander in !’. Die mit 
! und Z!’ inzidenten Kongruenzstrahlen bilden die beiden Strahlenbüschel erster Ordnung 
(D, 6), (E, n) und eine Regelschar vierter Ordnung. Die Konstruktion der Regelfläche 
vierten Grades A%4 verläuft wie vorhin. Sie hat ! zum Orte dreifacher Punkte und /’ zum 
Orte dreifacher Berührungsebenen. Die Leitgeraden /, !’ sind vereinigt und die Strahlen- 
büschel (D, ö), (E, n) fallen zusammen, wenn / eine Tangente von k? ist. 

16. Zwei Regelflächen sechsten Grades, deren Regelscharen in C, liegen, bestimmen 
einen Büschel solcher Regelflächen [R®J. Die beiden Strahlenpaare von dreifachen 
Leitgeraden der beiden Regelflächen sechsten Grades liegen in einer Regelschar zweiter 
Ordnung R?. Die Leitgeradenpaare der oo! Regelflächen AR® des Büschels [ R®]! erfüllen 
die Regelschar R?. Drei Regelflächen sechsten Grades bestimmen einen Bündel [ #®]’ 
von oo? solchen Flächen. Die oo? Leitgeradenpaare der Flächen des Bündels erfüllen 


eine lineare Kongruenz. Die Polaritätsbeziehungen in der kubischen Kongruenz (; 
sind im Anschluß an Abschnitt II nunmehr leicht zu verfolgen. 
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Fig. 4. 


IV. Transzendente Kongruenzen im linearen Komplexe. 


17. Die Ausführungen des Abschnittes II lassen sich in bestimmtem Umfange auf 
die transzendenten Strahlenkongruenzen des linearen Komplexes übertragen. Es kommt 
dabei darauf an, die Regelfläche 7 zu finden, deren Regelschar T das liniengeometrische 
Element der transzendenten Strahlenkongruenz T darstellt. Diese Regelschar ist der 


Schnitt von T mit einer linearen Kongruenz C} des Komplexes. Sie besteht aus den 
ool Kongruenzstrahlen von T, die eine gegebene Gerade / und daher auch die zugeordnete 
Gerade !’ schneiden. Die transzendente Strahlenkongruenz des linearen Komplexes 
enthält dann die Regelscharen von oo? derartigen Regelflächen 7 mit je zwei Leitgeraden 
l,!’; bei 00% dieser Regelflächen sind die Leitgeraden /,!’ in einem Komplexstrahle ver- 
einigt. Die oo? Regelflächen 7 sind ı. a. transzendent, sie sind perspektiv zu den oc 
linearen Strahlenkongruenzen des Komplexes und bilden wie diese eine lineare Mannig- 
faltıgkeit vierter Stufe. Die transzendente Strahlenkongruenz T des linearen Komplexes 
kann also als eine lineare Mannigfaltigkeit vierter Stufe angesehen werden, wenn als 
ihr Element die bezeichnete Regelschar gefunden ist; auch der Begriff zweier konju- 
gierten Regelflächen und die abgeleiteten Polaritätsbeziehungen gelten dann für die 
transzendente Kongruenz. 


18. Jede zylindrische Schraubenlinie, welche die Hauptachse des linearen Kom- 
plexes zur Schraubenachse hat und einen Komplexstrahl berührt, ist eine Komplex- 
kurve. Alle Schmiegungsstrahlen und Tangenten der Schraubenlinie sind Komplex- 
strahlen, ihre Punkte und Schmiegungsebenen sind einander als Nullpunkte und Null- 
ebenen zugeordnet. Zwischen der Ganghöhe h einer solchen Schraubenlinie, dem 
Schraubenradius r und dem Komplexparameter k besteht die bekannte Gleichung 
hk = 2ar?. Die Schmiegungsstrahlen einer Schraubenlinie s, die Komplexkurve ist, 
bilden eine transzendente Strahlenkongruenz T, des Komplexes. Eine gegebene Ge- 
rade / schneidet unendlich viele Schraubenlinien, die Komplexkurven sind. Die beiden 


Schraubenlinien s und s, mögen von ! in den Punkten $ und S, getroffen werden. Dann 
8* 
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schneiden die Schmiegungsebenen o und o, einander in der zugeordneten Geraden !'. 
Die mit / inzidenten Kongruenzstrahlen von T, (Schmiegungsstrahlen von s) trefien 
auch /!’. Sie erfüllen die Regelschar einer transzendenten Regelfläche 7, mit den Leit- 
linien /, 2’ und s. Die Regelschar ist der Schnitt der transzendenten Kongruenz mit einer 
linearen Kongruenz. Die transzendente Kongruenz enthält daher &# derartige Regel- 
flächen und diese bilden eine polare Mannigfaltigkeit vierter Stufe [7,]* perspektiv zum 


polaren C}-Raume des linearen Komplexes. Die merkwürdigen Eigenschaften dieser 
Flächen sollen hier nıcht behandelt werden. 





Eingegangen 19. Januar 1939. 
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